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第 1章 : 序論

本研究の目的は、 ニューラルネッ ト ワーク（ 神経回路網） が有する力学的性質の数理
解析、 及び、 数理解析で得られた理論に立脚した情報処理システムの提案である。 この
章では、 本研究の背景をニューラルネッ ト ワーク一般論と本研究の具体論の二つの視点
から論じることで本研究の意義の明確化を図る。

1.1 ニューラルネッ ト ワーク研究の背景
ニューラルネッ ト ワークの研究は、 脳を模倣して新たな計算機を実現することを目標

としている。 脳の模倣を試みる背景には、 人間にできて計算機や機械にできない情報処
理が数多く 残されているという現状がある。 勿論、 原理的には、 現在のフォンノ イマン
型計算機でも計算可能性を満たす問題は全て解く ことが可能である。 しかし 、 その計算
機アーキテクチャは論理演算をベースにしているので、 所望の問題を解く ためには、 そ
れを論理式に書き下すプログラミ ングが必要になる。 であるから 、 問題によっては、 目
的の計算を実行するためのプログラムを生成することが困難となる。 例えば、 知能情報
処理の分野における翻訳、 音声認識、 文字認識など、 文脈依存性のあるパターン情報処
理については、 人間と同程度の精度を計算機で達成するはことは現時点では不可能であ
る。 また、 運動タスクにおいても、 人間と同様の運動を自動機械で実現することは困難
を極める。 このように、 従来の計算機アーキテクチャでは実現が難しいタスクを、 脳の情
報処理形態に習って達成することが、 ニューラルネット ワーク研究の動機となっている。
しかしながら 、 脳を模倣するといっても、 生物の脳は非常に複雑であり 、 それを写実

的に模倣するのは非現実的である。 そこで、 実際には脳の計算様式のある特徴を抽出し、
それを利用した計算機アーキテクチャ／アルゴリ ズムを試みることになる。 脳神経回路
の最も顕著な特徴の一つとして、 それがニューロン（ 神経細胞） という閾値素子的な性
質を持つ細胞のネッ ト ワークで構成されている点が挙げられる。 そこで、 この特徴を生
かした計算システムの構築が試みられている。 現在、 コンピュータサイエンスの分野で
「 ニューラルネット ワーク」 という ときには、 このニューロンを真似た閾値素子（ マッカ
ロー＝ピッツの形式ニューロン [25]） を組み合わせて構成したネッ ト ワークを指すこと
が一般的である。 本研究でも、 その定義に基づく ニューラルネッ ト ワークを前提に議論
を行う ことにする。
マッカロー＝ピッツの形式ニューロンに基づく ニューラルネッ ト ワークが実際の工学

的問題に応用された例は、 バッ クプロパゲーショ ン学習 [34]を用いた関数近似による制
御／予測問題への応用、 ホップフィ ールド ネッ ト ワーク [17]等を用いた組み合わせ最適
化問題への応用の二つが主である。 どちらも、 どう してもニューロでなければできない
という類いのタスクではなく 、 上記で述べた人間は得意で計算機が不得意なタスクを実
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1.2 本研究の背景と目的 序論

現しているとは言難い面がある。 このよう に、 ニューラルネッ ト ワークの応用が進んで
いない要因としては、 その系の複雑性が挙げられる。 ニューラルネッ ト ワークは、 非線
形多次元システムであるので、 一般論としてその理論解析を進めることは容易ではない。
そのため、 ニューラルネット ワーク研究の現状は、 理論的な取り扱いを容易にするために
理想化された系に関する数理解析と 、 種々の具体的な問題に特化したシステムのチュー
ニングに二極化する傾向にある。 その結果、 数理的な議論の積み上げからは実際の問題
に応用できるようなアルゴリ ズムの提示が難しく 、 一方応用ではニューロをブラックボッ
クスとして使う しかないという状況が生じている。
このよう に、 ある意味で閉塞状態ともいえるニューロ研究の状況において、 研究の新
たな展開としては次のような方向性が考えられる。 まず、 第一に、 閾値素子のネット ワー
クとしてのニューロは、 一般的にどのよう な性質を持つかを洗い直し 、 実用上ニューラ
ルネット ワークを使用するメ リ ット は何なのかを明確化する必要がある。 そのためには、
今までのよう に単に理想化された単純な系の理論解析ではなく 、 ニューロで実際に情報
処理システムの作成を考える上で有用な理論構築が要求される。 次に、 今までのニュー
ロの枠組みから踏み出すため、 生物の情報処理系から「 閾値素子のネッ ト ワーク」 とい
う形式以上の特徴的情報処理様式の抽出を行い、 それを工学システムとして実現できる
よう に定式化していく 必要がある。
本論文では、 この二つの課題のう ち、 前者について取り 上げることにする。 後者の課
題はより 大きな課題であるが、 本論文では対象外とする。 後者の視点からの研究が強く
要求される時期にきているという現状認識を筆者は持っているものの、 著者の力不足に
より その課題を追求するに至らなかった次第である。

1.2 本研究の背景と目的
上で述べたとおり 、 本研究は閾値素子のネット ワークとして定式化される現在のニュー
ラルネッ ト ワークの枠組で計算システムを組むことの意義を明確化することを目標と
する。
本研究の背景として、 金道による連想記憶の研究 [19, 20]がある。 金道はニューロダイ
ナミ クスを超球面上のフローとして幾何的に捕らえることで、 自己相関連想記憶のダイ
ナミ クスを説明した。 著者は修士論文において、 この解析法を応用し 、 ニューロウイン
ド ウ連想記憶を提案した。 この幾何的解析手法は、 連想記憶に限らずニューロダイナミ
クス全般に応用可能であると考えられる。 但し 、 金道の提案した解析法は荷重行列が対
称行列であることを前提にしていたので、 非対称行列を含む一般論を行うためには解析
手法の拡張が必要である。 また、 より 広い応用モデルを扱う には、 離散時間ダイナミ ク
スだけでなく 連続時間ダイナミ クスにも理論を拡張する必要がある。 更に、 幾何的手法
は定量的な解析を行う には不十分であるので、 定量的な議論を行うために統計手法を用
いた解析を並列に行っていく ことも必要となる。
本論文においては、 以上の課題を踏まえ、 ニューロダイナミ クスの一般に関する理論
構築のため、 ニューロダイナミ クスの幾何理論を非対称結合系や連続時間系に拡張する
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序論 1.3 本論文の構成

ことを目指す。 また、 幾何理論の定量性の不足を補うため、 幾何理論をもとに得られた
システムについての統計理論を構築し 、 その定量的解析を試みる。 更に、 ニューロダイ
ナミ クス一般について得られた理論的指針をもとに、 自己相関連想記憶に限らず、 相互
相関連想記憶、 組み合わせ最適化、 ランダムネット ワーク、 リ カレント ネッ ト ワーク等、
ニューラルネッ ト ワーク一般を対象に新たなモデルやアルゴリ ズム等の提案を行う こと
を目指す。

1.3 本論文の構成
本論文の構成は以下の通り である。 まず、 第２ 章において本論文の議論の基礎となる

ニューロダイナミ クスの幾何的描像について述べる。 この幾何理論をもとに、 第３ 章にお
いては対称結合を持つニューラルネッ ト ワークの性質を、 第４ 章においては非対称結合
を持つニューラルネット ワークの性質を議論する。 第５ 章においては、 ニューロウインド
ウ法を用いた連想記憶における選択的想起モデルを提案する。 第６ 章においては、 提案
したニューロウインド ウ連想記憶について統計理論を用いて定量的解析を行う 。 第７ 章
では、 連続時間ニューロダイナミ クスを離散時間モデルと比較しながら議論する。 第８
章においては、 組み合わせ最適化問題を解く ニューラルネッ ト ワークを幾何的な視点か
ら解析し 、 並列ディ ジタル計算機で高速に準最適解を得るアルゴリ ズムを提案する。 最
後に、 第９ 章で、 直交学習や BP学習などの繰り返し学習について簡単な考察を加える。

3



第 2章 : ニューロダイナミクスの幾何

ニューラルネッ ト ワークは非線形多次元システムであり 、 そのダイナミ クスの挙動は
複雑である。 本章においては、 ニューラルネッ ト ワークのダイナミ クスの解析に幾何的
視点を導入し 、 ニューロダイナミ クスの特徴を明確化する。 本章の内容はニューロダイ
ナミ クスを扱う本論文における議論のベースとなるものである。
まず、 第１ 節では、 現在の Artificial Neural Network（ 人工神経回路網） の構成要素に
なっている形式ニューロンモデルについて説明する。 そして、 第２ 節では、 形式ニュー
ロンモデルより 構成されるニューラルネッ ト ワークの力学系の幾何構造を与える。

2.1 形式ニューロンモデル
現在、 ニューラルネッ ト ワーク（ 神経回路網） について多種多様な研究が行われてい
るが、 これらの研究はMcCulloch と Pittsによるニューロン（ 神経細胞） モデルがその
基本になっている [25]。 McCullochと Pittsの形式ニューロンモデルとは、 ニューロンの
膜電位 uが入力の重みつき和

u =
N
∑

i=1

wixi (2.1)

で定まり 、 膜電位 uが閾値 hを越えるとそのニューロンは 1を出力し（ 発火状態）、 越え
なければ 0を出力する（ 非発火状態） とするモデルである。 このモデルの入出力関係を
式で表すと

z = 1(
N
∑

i=1

wixi − h) (2.2)

となる。 ここで、 zはニューロンの出力値であり 、 1(u)はステップ関数

1(u) =

{

1, if u ≥ 0

0, if u < 0
(2.3)

である。
その後、 現在までの研究において、 このモデルを基本にして、 いく つかのニューロン
モデルのバリ エーショ ンが考えられている。 例えば、 数理的に扱いやすいモデルとして
は、 ステップ関数の代わり に符号関数

sgn(u) =

{

1, if u ≥ 0

−1, if u < 0
(2.4)
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ニューロダイナミ クスの幾何 2.2 ニューロダイナミ クスの幾何

を用いるものがある。 また、 ニューロンの出力が連続値を取るモデルとしては、 ヘビサ
イド 関数

f(ui) =
1

1 + exp(−βui)
(2.5)

やシグモイド 関数

g(ui) =
1− exp(−βui)
1 + exp(−βui)

(2.6)

などが一般的に使用されている。 ここで、 βは関数の形を決定する定数で、 β = ∞の時、
f(u) = 1(u), g(u) = sgn(u)になる。 更に、 時間軸を考慮に入れると 、 膜電位 uが

τ
dui
dt

= −ui +
N
∑

j=1

wijxj (2.7)

のよう に連続的に変化するモデルも考えることができる。 本論文においては、 以上に挙
げたニューロンモデルを場合によって使い分けて議論を進めることにする。

2.2 ニューロダイナミクスの幾何
前節で述べたよう に、 ニューロンモデルには様々なものがあり 、 どのニューロンモデ

ルを用いるかによって、 ニューラルネット ワークのダイナミ クスの挙動も変わってく る。
この節では、 中でもそのダイナミ クスが最も簡単な幾何構造をもつ符号関数ニューロン
を使った離散時間同期型ネッ ト ワークを最初にとり あげる。 その他のニューロンモデル
を用いたニューラルネッ ト ワークについては、 符号関数を用いた離散時間同期モデルで
の議論をベースにし、 それを拡張する形でダイナミ クスの幾何構造を論じることにする。

2.2.1 離散時間同期ダイナミクスの幾何

ニューロンの活性関数として符号関数を用いる離散時間同期型ネッ ト ワークのダイナ
ミ クスは以下のように定式化される。 まず、 神経回路網はN 個のニューロンより なると
する。 各時刻 tにおける i番目のニューロンの状態を xi(t)と記し 、 ネッ ト ワークの状態
をベクト ル x(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xN(t))T で表現する。 この時、 離散時間同期ダイナミ
クスは

xi(t+ 1) = sgn(
N
∑

j=1

wijxj(t)) (2.8)

sgn(u) =

{

1, if u ≥ 0

−1, if u < 0
(2.9)

で表される時間発展方程式をもつ。
式 (2.8)で表されるニューラルネット ワークのダイナミ クスは次のように二段階に分け

て考えることができる。 まず、 第一段階として、 状態ベクト ル x(t)は、 記憶行列W に
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Linear Transformation
Nonlinear Transformation

Wx(t)

x(t+1)

Linear Flow

x(t)

Hypersphere

: nearest state vector

図 2.1: ニューラルネッ ト ワークのダイナミ クスの幾何学的な描像。

よって線形変換される。 そして、 第二段階として、 その変換されたベクト ルは式 (2.9)で
表される非線形関数によって各要素が±1の格子点の中で最も近い点に移される [19]。
この見地から 、 ニューラルネット ワークのダイナミ クスを幾何的に示した図が図2.1で
ある。
ここで、 式 (2.8)が

x(t+ 1) = sgn

(
√
NWx(t)

|Wx(t)|

)

(2.10)

と書けることに注意して、 長さ
√
N のN 次元ベクト ル v の集合を Gv とし 、 ベクト ル v

の遷移

v →
√
NWv

|Wv| (2.11)

を考える。 ベクト ル vの終点は半径
√
N の (N − 1)次元超球面上にあるから 、 記憶行列

W によって生成されるベクト ル vの遷移は、 超球面上の流れとして表現できる。 式 (2.11)

で表される線形変換を繰り 返すと 、 ベクト ル vは固有値の絶対値が大きい固有ベクト ル
方向に進み、 最終的には固有値の絶対値が最大の固有ベクト ル方向に vは収束する。 つ
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まり 、 式 (2.11)のフローは、 超球面上において固有値の絶対値が小さい固有ベクト ルで
張られる空間から 、 固有値の絶対値が大きい固有ベクト ルで張られる空間へ向かって流
れている。
符号関数 sgn(u)による非線形変換においては、 角度変化最小で移動できる状態ベクト

ル (各要素が ±1の格子点)へ移動する。 線形変換による移動量をこの非線形変換が打ち
消す時、 状態は遷移しなく なる。 そして、 ひとたび非線形変換によってもとの状態に戻
されれば、 以後その状態に留まる。 非線形変換は、 再近傍の状態ベクト ルへの移動であ
るから 、 この状態遷移の停止が起こるのは、 線形変換による移動量が小さい場合だけで
ある。 つまり 、 式 (2.8)で表される連想記憶のダイナミ クスの停留点は、 記憶行列で表
現される線形変換によって生成される流れの淀むところに、 非線形変換の安定化作用に
よって生み出されていると考えることができる。
ニューロンの活性関数が連続的なシグモイド 関数

g(u) =
1− exp(−βu)
1 + exp(−βu) (2.12)

で与えられる場合も、 超球を用いた議論を行う ことができる。 但し 、 この場合は、 超球
面上のフローではなく 、 超球の内部を含んだフローとなる。 シグモイド 関数を

g(u) =















1, if k ≥ u
1
k
u, if −k ≥ u < k

−1, if u < −k
(2.13)

と近似すれば、 非線形変換においては、 −k ≥ u < kの範囲では定数倍の線形変換が、 そ
れ以外の部分では状態が−1, 1の二値に量子化されていることになる。 このことから 、 シ
グモイド 関数を用いた場合も、 線形変換が状態遷移にド ミ ナント に働き、 非線形変換は
ローカルに働く という描像に変わり はない。 但し 、 βが大きく なる程、 線形変換が保存
され量子化が行われない領域 −k ≥ u < kが拡大するため、 非線形の量子化効果は弱ま
り 、 系はより 線形系に近づく ことになる。

2.2.2 連続時間ダイナミクスの幾何

(−1, 1)二値出力のニューラルネッ ト ワークの連続時間ダイナミ クスは、 前述の通り

τ
dui
dt

= −ui +
N
∑

j=1

wijxj (2.14)

xi = sgn(ui) (2.15)

で与えられる。 この微分方程式を差分方程式に書き下すと 、

ui(t+ τD) = (1−D)ui(t) +D
N
∑

j=1

wijxj(t) (2.16)
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xi(t) = sgn(ui(t)) (2.17)

となる。 ここで、 D = 1, τ = 1とおく と 、 前小節で述べた離散時間同期ダイナミ クスと
なる。 以下では、 連続時間ダイナミ クスをこの差分方程式で時間差分Dが小さい場合に
置き換えて議論を行う ことにする。
連続時間ダイナミ クスと離散時間ダイナミ クスにおける非線形関数の働き方は全く 同
じである。 よって、 非線形変換の効果がローカルに働く という描像に変わり はない。 し
かしながら 、 線形変換が過去の内部状態の影響を残す形をしている点で、 線形変換の性
質が大きく 異なってく る。
式 (2.16)、 (2.17)で与えられる差分方程式において、 符号関数による非線形変換が無
いとすると 、 超球面上の状態遷移のフローは

u →
√
N
(

(1−D)u+DWu
)

|(1−D)u+DWu(t)| (2.18)

で与えられる。 式 (2.18)で表される線形変換を繰り 返すと 、 ベクト ル uは固有値の絶対
値が大きい固有ベクト ル方向ではなく 、 正の大きい固有値をもつ固有ベクト ル方向に進
み、 最終的には固有値が最大の固有ベクト ル方向に uは収束する。 つまり 、 式 (2.18)の
フローは、 超球面上において固有値の小さい固有ベクト ルで張られる空間から 、 固有値
の大きい固有ベクト ルで張られる空間へ向かって流れている。
連続時間ダイナミ クスは、 以上で述べた線形フローに符号関数の量子化効果が加わっ
たものと見ることができる。 但し 、 ここで注意すべき点は、 連続時間ダイナミ クスの場
合、 状態遷移は xのみで決定されるわけではなく 、 uにもよるので、 離散時間の時と違っ
て、 xの動きが停止しても、 それはダイナミ クスの収束を意味しない。 連続時間ダイナ
ミ クスで系が収束した状態では

u(t) =Wx(t) (2.19)

が成立している必要がある。 つまり 、 離散時間モデルの場合は非線形変換が線形変換を
打ち消すときに状態遷移が停止するが、 連続時間モデルでは式が満たされる時に状態遷
移が停止する。

2.2.3 (0, 1)出力モデルのダイナミクスの幾何

(0, 1)出力型のステップ関数ニューロンからなるネット ワークにおいては、 ダイナミ ク
ス (離散時間)は

x(t + 1) = 1(
N
∑

i=1

wixi(t)− hi) (2.20)

1(u) =

{

1, if u ≥ 0

0, if u < 0
(2.21)

となる。 この場合は、 状態 xは中心が (1
2
, 1
2
, · · · 1

2
)T の半径

√
N
2
の超球面上にあることに

なる。 非線形変換は、 この中心からみた角度変化最小点への量子化になっている。 よっ
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て、 この場合も線形変換を中心にした議論で系のダイナミ クスの概観は得られる。 (0, 1)

出力型ネッ ト ワークの主だった特徴としては、 0出力状態という結合荷重が無視される
状況を含むこと 、 閾値の加減算を含んだ affine変換になっていることが挙げられる。

2.3 まとめ
本章においては、 ニューラルネッ ト ワークのダイナミ クスの幾何構造について、 状態

ベクト ルを張る超球面を用いた議論を行った。 その結果、 ニューラルネッ ト ワークのダ
イナミ クスでは、 線形変換がド ミ ナント に働いており 、 非線形変換はローカルな量子化
による状態の安定化を行っているという構図が得られた。 本章に続く 、 第三章、 第四章
においては、 本章で得られた知見をもとに、 結合荷重が対称なネッ ト ワーク、 非対称な
ネッ ト ワークの解析を行う ことにする。
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第 3章 : 対称ネッ ト ワークの幾何

前章では、 ニューラルネッ ト ワークのダイナミ クスにおいて線形変換がド ミ ナント に
働いていることを示した。 このことから 、 荷重行列による線形変換の性質を調べること
で、 ニューロダイナミ クスの性質をある程度説明できると期待される。 行列による線形
変換の性質を明らかにするには、 その行列の固有空間解析を行う ことが有効な手立てに
なる。 そこで、 本章では、 固有空間解析が容易な対称行列を荷重行列として持つ対称ネッ
ト ワークのダイナミ クスを幾何的に説明することを試みる。 対称行列を荷重行列として
持つネッ ト ワークの例として、 ここでは主に自己相関連想記憶を解析対象として取り 上
げることにする。

3.1 自己相関連想記憶の幾何

3.1.1 自己相関連想記憶

自己相関連想記憶 [8, 17, 22, 31]では、 荷重行列は

wij =
1

N

P
∑

µ=1

sµi s
µ
j − aκδij (3.1)

で与えられる。 ここで、 記憶パターン sµ = (sµ1s
µ
2 · · · sµN)T (µ = 1, 2, · · · , P )は各成分が

+1、 または−1をとるベクト ルであり 、 δijはクロネッカーのデルタ、 aは記憶率 a = P/N

である。 また、 κは自己結合の強度を決定するパラメータで、 自己結合のないネット ワー
クでは荷重行列は

wij =
1

N

P
∑

µ=1

sµi s
µ
j − aδij (3.2)

となり (κ = 1)、 自己結合を切断せずに放置する場合は荷重行列は

wij =
1

N

P
∑

µ=1

sµi s
µ
j (3.3)

で与えられる (κ = 0)。 この小節では、 自己結合はないものとして議論を行い、 自己結合
がある場合については後の小節で議論することにする。
記憶の想起過程としては、 全ての細胞が離散時間 t = 0, 1, 2, · · ·に同期して状態遷移す
るモデルを考える。 時刻 tにおける状態を x(t) = (x1(t)x2(t) · · ·xN (t))T とすると 、 その
ダイナミ クスは

xi(t+ 1) = sgn(ui(t)) (3.4)
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sgn(u) =

{

1, if u ≥ 0

−1, if u < 0
(3.5)

で与えられる。
ここでは、 ランダムパターンを記憶パターンとして相関学習を行う場合について考え

る。 この系については既に多く の研究がなされており 、 その性質が詳細にわたり 明らか
にされている。 本小節では、 現象論として知られている主だった特徴を以下に列挙する
ことにする。
まず、 記憶パターンは引き込み領域をもつ系の安定点になる。 よって、 ノ イズを含む

パターンから記憶パターンを想起することができる。 図 3.1に想起ダイナミ クスにおけ
る記憶パターン sと状態ベクト ル xのオーバーラップ (方向余弦)

m(t) =
1

N
sµ · x(t) (3.6)

の変化をプロッ ト した図を示す。 この図のよう に、 初期状態が記憶パターンに近い時は
記憶パターンがダイナミ クスの収束点となるが、 ある程度以上の距離があると他の状態
へと引き込まれる。 この臨界距離で引き込み領域は定義される。
また、 ネッ ト ワークには記憶容量が存在し 、 記憶するパターン数が増えると 、 ある時

点で系が連想記憶として機能しなく なる。 すなわち、 記憶パターンが引き込み領域を持
つ安定点ではなく なる。 図 3.2に記憶容量以上にパターンを記憶した場合の想起ダイナミ
クスにおけるオーバーラップの変化を示す。 この様に、 記憶容量を超えると記憶パター
ン付近のパターンも記憶パターンから離れ、 記憶パターンベクト ルと異なる状態ベクト
ルに引き込まれてしまう 。 また、 図 3.3に、 各記憶率での引き込み領域と記憶パターンの
安定性 (記憶パターンを初期値としたときの収束先のパターンと記憶パターンとのオー
バーラップ)を示す。 一般に、 記憶容量は引き込み領域の曲線と安定性の曲線が交わる時
の記憶率で定義する。 この図で見ると、 記憶率 a = 0.15付近が記憶容量となっているが、
これはよく 知られた自己相関連想記憶の性質である。
次の小節では、 以上で述べた自己相関連想記憶の性質を、 前節で述べた幾何学的な視

点から考察する。
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図 3.1: 自己相関記憶連想記憶の想起過程におけるオーバーラップの変
化 (自己結合なし ， a = 0.1, N = 500)。
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図 3.2: 自己相関記憶連想記憶の想起過程におけるオーバーラップの変
化 (自己結合なし ， a = 0.1, N = 500)。
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図 3.3: 自己相関連想記憶 (自己結合なし ) における記憶パターンの安
定性と引き込み領域 (N = 500)。

3.1.2 自己相関連想記憶の幾何

第２ 章で述べたよう に、 ニューロダイナミ クスにおいては荷重行列による線形変換が
系の状態遷移の原動力となっている。 よって、 荷重行列の固有空間の構造を調べること
で、 系の力学的性質が明らかになると期待される。 そこで、 まず、 N = 300個のニュー
ロンからなるネッ ト ワークに P = 30個のパターン (a = 0.1) と P = 60個のパターン
(a = 0.2)を記憶した場合について、 固有値の分布 (κ = 1)を調べることにする（ 図 3.4）。
図 3.4から分かるよう に、 固有空間は P 個の正の固有値と 、 (N − P )個の −aの固有値
からなっている。 そして、 正の固有値の最大、 最小の幅は記憶パターン数P が増加する
にしたがって大きく なる。
次に、 記憶パターンと固有ベクト ルの関係を調べる。 図 3.5に N = 300, P = 30, 60の

場合の記憶パターンの一つと固有ベクト ルの内積を示す。 この図のよう に、 記憶パター
ンは正の固有値を持つ固有ベクト ル全てに分散して表現されており 、 それ以外の空間と
は直交している。 つまり 正の固有値をもつ固有ベクト ルが記憶パターンを含む空間（ 記
憶空間） を張り 、 それ以外の固有ベクト ルが記憶と直交する空間（ ノ イズ空間） を形成
している。 この事実と、 固有値の分布を合わせて考えると 、 記憶パターンへの引き込み、
及び記憶容量の存在は次のよう に説明できる。
まず、 記憶パターンへの引き込みであるが、 荷重行列は記憶パターンと直交する空間

では固有値は−aで、 記憶パターン数が少ない間は小さい値に保たれる。 よって、 線形
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図 3.4: 自己相関記憶行列W の固有値の分布 (N = 300, κ = 1)。
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(a) 固有ベクト ルと記憶パターンの内積 (a = 0.1)
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図 3.5: 自己相関記憶行列 W の固有ベクト ルと記憶パターンの内積
(N = 300, κ = 1)。
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図 3.6: 想起過程における固有ベクト ル成分の変化 (a = 0.1, N = 200)。
初期状態と記憶パターンのオーバーラップは 0.4。 ここで、 固有ベクト ル
番号 (Eigenvalue Number)は固有値の大きい順である。

変換によってノ イズ空間の固有ベクト ル成分は減少する。 もし 、 符号関数による量子化
がなければ、 系は絶対値最大の固有値を持つ固有ベクト ル方向に引き込まれる。 しかし 、
符号関数の量子化により 、 記憶空間の固有値に大きな開きが無い場合は記憶空間に入る
と同時に状態遷移は停止する。 よって、 記憶率が低く 、 記憶空間内の最大固有値と最小
固有値の差が小さい間は、 記憶空間は安定となり 、 記憶空間内の全固有ベクト ル成分を
もつ記憶パターンは系の安定点となる。 この説明を裏付けるため、 想起過程における各
固有ベクト ル成分の増減を調べた結果を図 3.6に示す。 想起過程において、 ノ イズ空間
成分が消滅し 、 記憶空間成分が増加した結果、 記憶パターンが想起される様子がこの図
によく 示されている。
記憶率が高く なり 、 記憶空間内の固有値の分散が増大すると 、 記憶空間内でも線形変
換による角度変化が増し、 符号関数の安定化効果を超えてしまう 。 その結果、 記憶パター
ンが不安定になり 、 記憶の想起ができなく なる。 これが記憶容量を超えた時、 記憶パター
ンが不安定になる幾何的メカニズムである。 この時生じる偽記憶パターンについて次の
小節で扱う ことにする。
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3.1.3 偽記憶

この小節では、 記憶パターンが不安定になったときに出現する偽記憶について検討す
る。 前の小節で述べたとおり 、 記憶率が記憶容量を超え、 記憶パターンの想起に失敗し
たとき、 系のダイナミ クスの収束先として偽記憶パターンが現れる。 これを幾何的に説
明すると以下のよう になる。
前小節で、 記憶率が高い場合、 記憶空間内の固有値の分散が増大することで記憶空間

内でも線形変換による角度変化が増し 、 記憶パターンが不安定になると主張した。 その
時、 この系は絶対値最大の固有値を持つ固有ベクト ル方向へ向かう 。 つまり 、 偽記憶パ
ターンとは絶対値最大の固有値を持つ固有ベクト ルに近いパターンであると予想される。
実際、 偽記憶パターンの一つを固有ベクト ルで展開すると 、 最大固有値をもつ固有ベク
ト ル成分を大きく 持つ（ 図 3.7）。 また、 系が偽記憶に引き込まれるときの各固有ベクト
ル成分の増減を図 3.8に示す。 この図から 、 想起過程において、 大きい固有値を持つ固
有ベクト ル成分が徐々に増加し 、 最終的に最も大きい固有値を持つ固有ベクト ル群で張
られる偽記憶状態へ系が収束していく 様子を見ることができる。
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図 3.7: 自己相関記憶行列W の固有ベクト ルと偽記憶パターンの内積
(a = 0.2, N = 300)。

17



3.1 自己相関連想記憶の幾何 対称ネッ ト ワークの幾何

STANDARD

0
50

100
150

200 0
5

10
15

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

Eigenvector Number
Time

Inner Product

図 3.8: 記憶容量超過時の想起過程における固有ベクト ル成分の変化
(a = 0.2, N = 200)。

3.1.4 部分反転法

自己相関型連想記憶の記憶容量を向上させるダイナミ クスとして、 部分反転法がMorita

によって提案されている [29]。 部分反転法とは、

xi(t+ 1) = sgn
(

N
∑

j=1

wij(xj − λφ(uj(t))
)

(3.7)

という二段階ダイナミ クスを使用する方法である。 ここで、

uj(t) =
N
∑

k=1

wjkxk(t) (3.8)

で、 また、 関数 φ(u)は

φ(u) =















−1, if u < −h
0, if −h ≤ u < h

1, if h ≤ u

(3.9)

で与える (図 3.9)。
この想起ダイナミ クスを用いると 、 記憶容量が 0.25N から 0.30N 程度まで上昇するこ
とが知られている。 部分反転法を用いたときの想起過程におけるオーバーラップの変化
を図 3.10(a = 0.2)、 図 3.11(a = 0.4)に示す。 この図から分かる通り 、 部分反転法による
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u−h
h

1.0

−1.0

図 3.9: 部分反転法に用いる関数。

想起の特徴として、 記憶容量が向上することに加え、 偽記憶が振動状態となる現象が見
られる。 この部分反転法による記憶容量の向上と偽記憶の不安定化という現象を幾何的
に捉えると以下のよう な説明が成り 立つ。
部分反転法は、 内部状態 uiの絶対値が大きいニューロンの影響を打ち消し、 そのよう

な ui を含む状態を不安定化する。 連続時間ダイナミ クスにおいては非単調ニューロン
を用いることによって同様の効果が得られる。 これらの現象の理論解析は Shiino[41]や
Yoshizawa[44]らによって明らかにされているが、 ここでは連想記憶の幾何学的な解析法
の立場からその原理をより 簡潔に説明する。
絶対値の大きい uiを含む状態は、 固有値の大きい固有ベクト ルに近いパターンに対応

している。 前小節で述べたよう に、 これが偽記憶パターンに対応している。 よって、 部
分反転法は偽記憶を不安定化していることに対応する。 実際、 部分反転法を用いた想起
過程における固有ベクト ル成分の変化を図 3.12、 図 3.13に示す。 図 3.12のように、 記憶
率が 0.2では、 大きい固有値を持つ固有ベクト ル成分の増加が抑えられ、 想起が実現して
いる。 図 3.13のよう に、 記憶率が 0.4となると 、 記憶パターンの想起はできないが、 大
きい固有値をもつ固有ベクト ル方向への流れを引き戻す力が働き、 その空間成分の増加
が抑えながら振動状態に突入している様子が見てとれる。 以上の現象を超球面を用いて
図示すると 、 図 3.14のよう な描像で系を捉えることが可能である。
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図 3.10: 部分反転法を使って想起に成功する場合 (記憶率 a = 0.2)の
オーバーラップの変化 (自己結合なし ， N = 500, h = 1.5, λ = 1.0)。
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図 3.11: 部分反転法を使っても想起が不可能な場合 (記憶率 a = 0.4)
のオーバーラップの変化 (自己結合なし ， N = 500, h = 1.5, λ = 1.0)。
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図 3.12: 部分反転法による想起過程での固有ベクト ル成分の変化 (想
起成功時,a = 0.2, N = 200, h = 1.5, λ = 1.0)。
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図 3.13: 部分反転法による想起過程での固有ベクト ル成分の変化 (想
起失敗時,a = 0.4, N = 200, h = 1.5, λ = 1.0)。
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図 3.14: 部分反転法の幾何的な説明。 部分反転法は内部状態の絶対値
が大きく なるニューロンの影響を除去することで絶対値の大きい固有値
をもつ空間への流れを塞き止めるている。 その結果、 記憶パターンを含
む領域 (stored band)で状態遷移が停止し、 記憶パターンの想起が可能に
なる。

3.1.5 想起過程の第1ステッ プの解析

この小節では、 想起過程の第一ステップに焦点を絞り 、 その振舞を幾何的な視点から
調べることにする。 想起過程の第一ステップの特徴として、 想起に成功する場合も偽記
憶に収束する場合も、 系のオーバーラップは大きく なる点が挙げられる。 本小節では、
その現象を幾何的な視点から定量的な解析も含めて論じることにする。
今、 記憶パターン sµの想起過程を考える。 初期状態xµ(0)を、 記憶パターン成分mµ(0)、
記憶パターン以外の記憶空間成分mµ(0)、 ノ イズ空間成分n(0)に分けると 、

xµ(0) = mµ(0) +mµ(0)) + n(0) (3.10)

|mµ(0)|2 + |mµ(0)|2 + |n(0)|2 = N (3.11)

と書ける。 オーバーラップ cos θµ = |mµ|/
√
N を固定し 、 その他の成分をランダムに与

えるとすると 、 記憶パターンが張る記憶空間の次元は P であり 、 ノ イズ空間の次元は
(N − P )であるから 、

|mµ(0)| ≃
√

N − |mµ(0)|2
√

P − 1

N
(3.12)

|n(0)| ≃
√

N − |mµ(0)|2
√

N − P

N
(3.13)
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図 3.15: 1ステップ後のオーバーラップの理論値と実験値の比較。

となる。 これを自己結合のない記憶行列で変換すると、 正の固有値の平均が (N −P )/N

であり 、 負の固有値は−P/N であるから 、 W 0x(0)の３ つの成分の大きさはそれぞれ、

|mµ(W
0xµ(0))| ≃ N − P

N
|mµ(0)| (3.14)

|mµ(W
0xµ(0))| ≃ N − P

N
|mµ(0)| (3.15)

|n(W 0xµ(0))| ≃ P

N
|n(0)| (3.16)

となる。
非線形変換が最近接の格子点を選ぶだけであることを考えれば、 線形変換につづく 非

線形変換によってもこの成分の比は大きく 変化しないと仮定できる。 よって、 xµ(1)の
オーバーラップは、 記憶率が aのとき、 式 (3.10)(3.12)(3.13)(3.14)(3.15)(3.16)より 、

cos θµ(1) ≃
|mµ(0)|

√

|mµ(0))|2 + (N − |mµ(0))|2)a(1− a)−1

となる。 ここで求めた理論値と 、 実験値との比較をしてみると 、 図 3.15のよう にこの理
論値と実験値がよく 一致することがわかる。
以上の議論から 、 想起過程の第一ステップでオーバーラップが増加するのは、 記憶パ

ターンから離れた状態ではノ イズ空間成分を持っているため、 荷重行列による線形変換
でノ イズ空間成分が減少し記憶空間成分が増加することによるという説明が得られた。
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図 3.16: 自己相関連想記憶 (自己結合あり ) における記憶パターンの安
定性と引き込み領域 (N = 500)。

3.1.6 自己結合の効果

本節のこれまでの議論は、 全て自己結合がないことを仮定していた。 この小節では、
ネッ ト ワークが自己結合をもつ場合、 自己相関連想記憶にどのよう な性質の違いが生じ
るかを論じ 、 固有空間解析をもとにした幾何学的な視点を導入して考察を行う 。
前述の通り 、 連想記憶の性能としては記憶パターンの安定性、 記憶パターンの引き込
み領域という二つの評価基準があげられる。 ネッ ト ワークが自己結合を持つ場合、 各記
憶率においてのこれらの値を調べた結果を図3.16に示す。 自己結合がない場合と比較す
ると、 パターンの安定性は増すが、 引き込み領域は狭く なっていることが分かる。 図 3.16

では、 安定性と引き込み領域の曲線の交差点は a = 0.18程度であり 、 自己結合の無いモ
デルより 記憶容量が高く 出ているが、 N の値が大きく なると記憶容量は自己結合の無い
モデルに近づく ことが分かっている [12]。
自己結合を導入すると系全体の可動性が減少する。 そのため、 記憶の安定性は増すが、
同時に記憶以外の状態も安定化され、 その結果引き込み領域が小さく なると考えられる。
図 3.17、 3.18に、 自己結合を導入した場合の想起過程のオーバーラップの変化を示す。
系の可動性の現象がこの図からもよく 見てとることができる。 この可動性の低下に幾何
的視点から解釈を加えると以下のよう な説明することができる。
自己結合のある場合の固有値の分布を計算すると図 3.19のようになる。 この分布を自
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図 3.17: 自己相関記憶連想記憶の想起過程におけるオーバーラップの
変化 (自己結合あり ， a = 0.1, N = 500)。
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図 3.18: 自己相関記憶連想記憶の想起過程におけるオーバーラップの
変化 (自己結合あり ， a = 0.2, N = 500)。

25



3.1 自己相関連想記憶の幾何 対称ネッ ト ワークの幾何

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 50 100 150 200 250 300

E
ig

en
va

lu
e

Eigenvector (sorted by decreasing eigenvalue)

(a) W の固有値の分布 (a = 0.1)

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 50 100 150 200 250 300

E
ig

en
va

lu
e

Eigenvector (sorted by decreasing eigenvalue)

(b) W の固有値の分布 (a = 0.2)

図 3.19: 記憶行列W の固有値の分布 (N = 300, κ = 0)。
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図 3.20: 記憶容量超過時の想起過程における固有ベクト ル成分の変化
（ 自己結合あり , a = 0.2, N = 200）。 初期状態と記憶パターンのオーバー
ラップは 0.6。

己結合がない場合（ 図 3.4） と比較すると 、 自己結合を含む場合は全ての固有値が aだけ
大きく なっていることが分かる。 自己結合の導入は、 荷重行列に対角行列を加えること
に対応することを考慮すれば、 行列 aI(I :単位行列)を足せば、 固有値が a上昇し、 固有
ベクト ルは変化しないことは自明である。
前章で述べた通り 、 線形変換による角度変化が大きい場合は系の可動性は高く なる。

線形変換による角度変化は状態を張る固有ベクト ルの固有値の分散が増すほど大きく な
る。 但し 、 線形変換による角度変化を決定するのは固有値の差ではなく 固有値の比にな
る。 全固有値を大きく すれば、 記憶空間内の固有値の比は小さく なる。 これが記憶空間
付近の状態ベクト ルの可動性を下げていると考えられる。 図 3.20に自己結合を含むネッ
ト ワークで偽記憶に引き込まれる時の固有ベクト ル成分の変化を示す。 この図から 、 自
己結合を含む場合、 大きい固有値を持つ固有ベクト ル成分の増加によって偽記憶状態に
陥るのではなく 、 記憶空間への引き込みが進まない結果、 記憶が想起できないことが分
かる。
自己結合を含むモデルで、 記憶パターン数が増すことによって引き込み領域が消滅す

ることに対して、 固有値の分布から原因を考えると 、 記憶パターン数が増加することに
より ノ イズ空間の次元が減少するという要因が挙げられる。 しかし 、 第９ 章で後述する
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が、 直交学習法により 固有値分布の広がり を抑制する場合は、 ノ イズ空間の次元が高く
なっても引き込み領域をある程度確保することができる。 このことから 、 自己結合によ
る分布の広がり の抑制は、 自己結合によらない固有値分布の抑制とは異なる意味を持つ
と考えられる。 この点を理解するには非線形の量子化効果と自己結合の関係を定量的に
議論する必要があり 、 本章の枠組みを超えた議論が必要になる。 非線形の効果も含めた
定量的議論は第６ 章に譲ることとする。

3.1.7 D関数

以上の議論では、 ニューラルネッ ト ワークのダイナミ クスを固有空間解析を用いて説
明した。 しかし 、 ニューロン数が増えると 、 全ての固有ベクト ルとの内積をモニターす
るのは困難になる。 そこで、 本節では系のダイナミ クスの動きを D関数 [10, 13]という
一次元の量を導入することで解析を進めることにする。
連想記憶においては、 記憶パターンとのオーバーラップを指標としてダイナミ クスを
捉えるのが一般的である。 幾何的な解析においては、 ダイナミ クスを固有ベクト ル成分
の動きとして捉えた。 ここでは、 系のダイナミ クスの幾何的な動きの指標として金道、
筆者によって導入された D関数について説明する。
今まで述べてきたよう に、 幾何的な視点からダイナミ クスを見ると 、 荷重行列の固有
ベクト ルのう ち、 固有値の絶対値が大きいものがその成分を増やしていく 。 であるから 、
その動きをモニターする一次元量を導入できれば、 それを指標として状態遷移の様子を
容易に観測できる。 非同期型確率的状態遷移、 及び連続時間ダイナミ クスの場合は、 関数

E(x(t)) = −1

2
x(t)TWx(t) (3.17)

がエネルギー関数になっている。 しかし 、 離散時間同期型ダイナミ クスの場合は、 上記
の関数はエネルギー関数とはならない。 離散時間同期型ダイナミ クスでは、 関数

Ed(x(t)) = −1

2
x(t + 1)TWx(t) (3.18)

xi(t + 1) = f(
N
∑

j=1

wijxj(t)) (3.19)

がエネルギー関数となる（ 付録１ 参照） [20]。 但し 、 ここでニューロンの活性関数 f(u)

は単調増加であることを仮定している。
離散時間同期型ダイナミ クスのエネルギー関数を状態ベクト ル x(t)と荷重行列W だ
けで定義するには、 非線形関数 f(u)が含まれるので計算が複雑になる。 そこで、 この非
線形関数を省いた関数

D(x) =
1

N
xTW TWx (3.20)

を考えることができる。 これが D関数と定義される。 ここで、 D関数はエネルギーと異
なり 、 負の係数が付加されていないことに注意を要する。
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この D関数は

D(x) =
1

N

N
∑

i=1

λi
2C2

i (x) (3.21)

と書き直すことができる。 ここで

Ci(x) = eTi x (3.22)

である。 このことから 、 D関数は絶対値の大きい固有値をもつ固有ベクト ル成分を多く
含むとその値が大きく なる関数であることが分かる。 前述の通り 、 連想記憶の想起過程
においては、 絶対値の大きい固有値を持つ固有ベクト ル成分が増加するので、 D関数は
時間を追って増加する。
自己結合がない記憶行列の場合は、 記憶率 aの時、 uµi =

∑

j wijs
µ
j は十分大きいN に対

して、 平均 1、 分散aになることが知られているから、 D(sµ)の期待値DmはDm = (1+a)

となる。 自己結合がある記憶行列の場合は、 平均が (1 + a)になるので， D(sµ)の期待値
Dmは、 Ds(1 + 3a+ a2)になる。 この平均と分散は記憶パターンに依存しないから 、 記
憶パターン sは (N − 1)次元球面 SN−1√

N
と超楕円球面

1

N
xTW TWx = Dm (3.23)

の交差面に存在していることになる (図 3.21)。 この交差面のことを記憶バンド (stored

band)と呼ぶ。 状態ベクト ルを張る (N−1)次元球面SN−1√
N
は、 記憶バンド によって D(x) <

Dmの部分と D(x) > Dmの部分に分割されることになる。
自己相関連想記憶で記憶率がそれ程大きく ない間は、 ノ イズ空間の次元が圧倒的に大

きいため、 パターンは一般にノ イズ成分を多く もつことになる。 ノ イズ空間の固有値は
−aであるから 、 記憶率が低い場合は小さい。 その場合、 パターンは一般に小さい固有値
をもつ固有ベクト ル成分を多く 持つため、 D関数は小さい値をとる。 そして、 状態遷移
が進むにつれ、 線形変換によって大きい固有値を持つ固有ベクト ルの方向に状態ベクト
ルが移動すると 、 D関数の値は大きく なる。 つまり 、 想起ダイナミ クスにおいては、 D
関数の小さい領域から大きい領域への流れが生じていることになる。 そこで、 分割され
た領域のうち、 D(x) < Dmの領域を上流、 D(x) > Dmの領域を下流と呼ぶことにする。
自己相関連想記憶の幾何的な解析として、 上の議論では自己結合の無い場合、 自己結

合のある場合、 部分反転法を用いた場合のダイナミ クスを論じてきた。 そこで、 これら
のダイナミ クスにおいて D関数がどのよう な振る舞いを示すかを以下に調べる。
まず、 自己結合が無い場合について D関数の振る舞いを調べる。 記憶率が記憶容量以

下の時は、 状態ベクト ルの遷移は記憶バンド で終了し、 記憶したパターンが想起される
(図 3.22)。 ここで、 特徴的なのは、 D関数が一度Dm を越えてから戻ってく る現象がみ
られることである。 これは、 記憶パターン付近で非線形関数 sgn(u)による状態の引き戻
しが起こっていることによると考えられる。 この現象は固有ベクト ル成分の変化を調べ
た図 3.6にも現れている。 一方、 記憶率が記憶容量を超過した場合は、 D関数の値はDm

を遥かに超えていく (図 3.23)。 図 3.8で、 偽記憶状態は大きい固有値をもつ固有ベクト
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図 3.21: D関数の幾何学的描像。
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ル成分の増大によって生じる様子を示したが、 このことがD関数の増加という形でもモ
ニターできることが分かる。
次に、 自己結合がある場合について D関数の振る舞いを調べる。 記憶率が記憶容量以

下の時は、 自己結合がない場合と大きな差はない。 但し 、 想起に成功しない時の収束先
が自己結合のない場合に比べて記憶パターンに近い傾向がある (図 3.24)。 記憶率が記憶
容量を越えた場合は、 自己結合がない場合とはD関数の振舞が大きく 異なる。 自己結合
がある場合は、 記憶が失われて偽記憶状態に収束する場合でも、 D関数はそれ程増加し
ない (図 3.25)。 これは、 図 3.20に示した状態ベクト ルの固有空間解析で得た結果をよく
反映している。
最後に、 部分反転法を用いた場合（ 自己結合無し ） について D関数の振舞を調べる。

記憶率が部分反転法の記憶容量以下の場合は、 記憶バンド に状態ベクト ルが引き込まれ
る。 記憶率が部分反転法の記憶容量を超えた場合は、 D関数の増加は偽記憶へ収束する
時ほど大幅ではなく 、 記憶バンド 付近で振動状態に陥る。 ここで観測された D関数の振
る舞いも、 固有空間解析の特徴をよく 捉えていると言える。
以上で述べたよう に、 個々の固有ベクト ル成分まで細かく 分析をしなく ても、 D関数

を用いることで、 固有空間解析で得られるダイナミ クスの幾何的特徴をある程度おさえ
ることが可能である。 よって、 今後の議論では、 この D関数も系の解析に併用すること
にする。
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図 3.22: 自己相関連想記憶の想起過程における D関数の変化 (自己結
合なし ， a = 0.1, N = 500)。
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図 3.23: 自己相関連想記憶の想起過程における D関数の変化 (自己結
合なし ， a = 0.2, N = 500)。
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図 3.24: 自己相関連想記憶の想起過程における D関数の変化 (自己結
合あり ， a = 0.1, N = 500)。
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図 3.25: 自己相関連想記憶の想起過程における D関数の変化 (自己結
合あり ， a = 0.2, N = 500)。
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図 3.26: 自己相関連想記憶の部分反転法による想起過程での D関数の
変化 (想起可能時， a = 0.2, N = 500, h = 1.5, λ = 1.0, κ = 1)。
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図 3.27: 自己相関連想記憶の部分反転法による想起過程での D関数の
変化 (想起不能時， a = 0.4, N = 500, h = 1.5, λ = 1.0, κ = 1)。
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3.2 記憶空間の分割
自己相関連想記憶においては、 固有値の分布の広がり が記憶を不安定にさせる。 自己

結合を導入すると系を安定にできるが、 今度は引き込み領域が失われる。 このト レード
オフを回避し 、 自己相関記憶行列の記憶容量を向上させるためには、 自己結合の導入な
しに固有値の分布を狭く 保つ学習法を考える必要がある。 これを実現する方法として、
この節では符号反転記憶法とペアリ ング記憶法を導入する [2, 4]。

3.2.1 符号反転記憶法の導入

符号反転記憶法は、 記憶パターンの自己相関行列にかかる符号を交互に変えて記憶す
る方法である。 このとき、 記憶行列は

w±
ij =

1

N

P
∑

µ=1

(−1)µsµi s
µ
j (3.24)

で表される。 これを符号反転記憶行列と呼ぶ。 つまり 、 従来のモデルでは各記憶パター
ンの自己相関行列を全て足し合わせていたところを 、 符号反転記憶法ではその半分につ
いて −1を掛けて足すことにする。 これにより 、 記憶パターンどう しで自己結合を打ち
消し合う よう になり 、 自己結合は−1/N または 0に制限され、 事実上自己結合は無視で
きるよう になる。
符号反転記憶法において −1を掛けて記憶したパターンは、 記憶パターンとその反転

パターンの間を振動することになる。 従来の方法で記憶した場合には、 パターン sを記
憶すると、 その反転パターン −sも付随して記憶することになることを思い起こせば、 こ
の二つのパターン間を振動する状態であっても、 記憶パターンに「 収束」 したと考えて
もよいであろう 。 振動状態を嫌うのであれば、 想起のダイナミ クスを

xi(t + 1) = sgn
(

N
∑

j=1

wijsgn(
N
∑

k=1

wjkxk(t))
)

(3.25)

とすればよい。 つまり 、 従来の想起のダイナミ クスの 2ステップを 1ステップであると
考えることにすれば、 観測される想起状態は振動的でなく なる。

3.2.2 符号反転記憶法の利点

以下の議論では、 まず、 符号反転記憶法による固有値の分布を調べ、 符号反転記憶行列
の特徴を明らかにする。 次に、 記憶パターンベクト ルの固有空間解析を行う 。 最後に、 符
号反転記憶法における記憶パターンの安定性と引き込み領域についての実験結果を示す。
上で従来のモデルについて行った実験と同様に P = 60個のランダムパターンを記憶

パターンとして、 その符号反転記憶行列の固有値の分布を調べた結果を図 3.28に示す。
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図 3.28: 符号反転記憶行列W±の固有値 (N = 300)。

この図を図 3.4と比較すると 、 符号反転記憶法は固有値の絶対値の分布の広がり を抑え、
P = 60でも通常の記憶法の P = 30程度の分布幅を実現していることが分かる。
次に、 記憶パターンを固有ベクト ルで展開した結果を図3.29に示す。 この図から 、 記
憶パターンは同符号の固有値をもつ固有ベクト ルから構成されることが読みとれる。 す
なわち、 空間が正の係数で記憶したパターンと負の係数で記憶したパターンとで分離さ
れ、 記憶の二重化が実現されている。
この記憶二重化のメカニズムは次のように理解される。 簡単のため、 ここでは、 二つの
記憶パターンを、 従来の記憶法、 及び符号反転記憶法で記憶する例をとりあげて説明する。
今、 記憶する二つのパターンを s1， s2とする。 また、 W 1 = s1s1T , W 2 = s2s2T とする。
従来の記憶法では、 記憶行列はW s =W 1+W 2、 符号反転記憶法ではW± = −W 1+W 2

となる。 それぞれの行列の固有ベクト ルを計算すると、 W sの固有ベクト ル es(1), es(2)は

es(1) = s1 + s2

es(2) = s1 − s2
(3.26)

となり 、 W±の固有ベクト ル e±(1), e±(2)は

e
±(i)
j =

{

|s1 − s2|
1

2sij , if s1j = s2j
|s1 + s2|

1

2 sij, if s1j 6= s2j
(3.27)

となる。 従来の記憶法では記憶パターンを固有ベクト ル展開するとその係数の絶対値は
等しく 、 記憶パターンは二つの固有ベクト ルで分担して表現される。 特に、 s1と s2が直
交する場合は、 固有値が等しく なるので、 記憶パターンを張る空間上ではパターンは全
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(a) 正の記憶パターンと W±の固有ベクト ルの内積と固有値
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(b) 負の記憶パターンと W±の固有ベクト ルの内積と固有値

図 3.29: 記憶パターンを符号反転記憶行列W±の固有ベクト ルで展開
した結果 (a = 0.2, N = 300)。
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図 3.30: 符号反転記憶法を用いたときの記憶パターンの安定性と引き
込み領域 (N = 500)。

く 動かない。 一方、 符号反転記憶法においては記憶パターンをできるだけ記憶時に自己
相関行列に掛ける符号と同一符号の固有値をもつ固有ベクト ルに対応させるよう に表現
される。 特に、 s1 と s2が直交する場合は

|s1 − s2| = |s1 + s2|

であるので、 記憶パターンが固有ベクト ルに完全に対応する。 このよう に、 符号反転記
憶法では、 パターン空間が正で記憶されたパターンの空間と負で記憶されたパターンの
空間に分離される。 よって、 多数のパターンを記憶する場合、 この空間の分離によって
記憶が多重化される。
このことから 、 符号反転記憶法が従来の記憶法より 記憶容量を上昇させることが予想
される。 実際、 数値実験により 符号反転記憶法と従来の記憶法の記憶パターンの安定性
と引き込み領域の大きさを比較した結果を図 3.30に示す。
まず、 自己結合のあるモデルと符号反転記憶法を比較してみる。 引き込み領域につい
て比較すると 、 符号反転記憶法の方が遥かに広く なっている。 これは、 上で述べたよう
に、 自己結合のあるモデルでは、 線形変換が全体として淀んでいるためであると説明で
きる。 続いて、 記憶したパターンの安定性を比較する。 記憶パターンの安定性は線形変
換による変化量で決まるから 、 固有値の最大値と最小値の比を考えれば、 定性的な評価
をすることができる。 ここで、 既に挙げた固有値の分布の数値実験の結果における記憶
空間を張る固有ベクト ルの最大固有値と最小固有値の比を比べると 、 自己結合があるモ
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デルで記憶率が 0.1の場合と 、 符号反転記憶法で記憶率が 0.2の場合がほぼ等しく なる。
このことから 、 符号反転記憶法は、 記憶したパターンの安定性という点でも 2倍の記憶
容量を実現することが想像される。 にもかかわらず、 図 3.30を比較すると明らかなよう
に、 自己結合のあるモデルの方が記憶パターンの固定が強く なっている。 この理由とし
ては、 符号反転記憶法において、 空間が正で記憶したものと負で記憶したものに完全に
は 分離されていない (図 3.28)ことが、 記憶パターンを不安定化する要因となっているた
めと考えられる。
つぎに、 自己結合のないモデルと符号反転法を比較すると 、 引き込み領域の広さにつ

いては符号反転記憶法が大きく 上回る。 この引き込み領域の広さは、 パターンを張らな
い空間の固有値を 0に抑えていることに起因すると考えられる。 また、 記憶パターンの
安定性は、 符号反転記憶法によってかなり 改善されている。 上で述べたよう に、 自己結
合のあるモデルは、 その記憶空間を張る固有空間中の最大固有値／最小固有値に対する
比が大きいものの、 符号反転記憶法において記憶空間が完全に分離していないため、 符
号反転法より 記憶パターンが安定性していた。 しかし 、 自己結合のないモデルでは、 全
ての固有値から aを 引いたため、 最大固有値／最小固有値の比がさらに大きく なり 、 そ
の結果、 符号反転記憶法より 記憶パターンが不安定化するに至ると考えられる。

3.2.3 ペアリング記憶法

次に、 符号反転記憶法と同じ能力を持つペアリ ング記憶法について説明する。 ペアリ
ング記憶法とは記憶行列を

wpij =
1

N

P
2
∑

ν=1

(s2ν−1
i s2νj + s2νi s

2ν−1
j ) (3.28)

のよう に構成する方法である。
この記憶法で得られた記憶行列を使う と 、 ペアにしたパターンが交互に想起される。

つまり 、 周期２ の時系列を相互相関行列で記憶することに対応する。 しかし 、 想起ダイ
ナミ クスとして式 (3.25)を考えれば、 この系も自己連想記憶システムとして機能する。
この式 (3.25)で与えられる想起ダイナミ クスのもとでは、 ペアリ ング記憶法は自己連想
記憶として符号反転記憶法と同等の性質を持つ。 以下に、 ペアリ ング記憶法が作り 出す
幾何構造を調べることにする。
ペアリ ング記憶行列の固有空間を調べた結果を図 3.31と図 3.32に示す。 ペアリ ング記

憶では、 固有値分布が符号反転記憶法と同じ形になり 、 記憶パターン空間の固有値の絶
対値の広がり は通常の自己相関連想記憶の半分に抑えられている。 しかし 、 記憶パター
ンは正の固有値をもつ空間と負の固有値をもつ空間の両方にほぼ均等に成分を持ってお
り 、 符号反転記憶のよう な空間の分割は行われていない。
ペアリ ング記憶法で二つのパターンを記憶する場合を例にとり 、 この記憶行列の固有
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図 3.31: ペアリ ング記憶行列W pの固有値 (N = 300)。

空間の構成を詳しく 見る。 この行列の固有値ベクト ル ep(1),ep(2)は、

ep(1) = s1 + s2

ep(2) = s1 − s2
(3.29)

で、 これはW sの固有ベクト ルと全く 同じである。 しかしながら 、 その固有値 λ1, λ2は
それぞれ正負に分かれる。 よって、 s1,s2 の共通成分は固定し 、 非共通成分は振動する
形になっている。 ここで、 注目すべきことは、 このペアリ ング記憶行列は、 (s1 + s2)と
(s1 − s2)を符号反転記憶法で記憶した行列と同じである。 このことから 、 符号反転記憶
法と同様に、 記憶パターン空間の固有値の絶対値の分散を小さく 抑えることができてい
ると考えられる。
符号反転記憶法を用いた場合とペアリ ング記憶法を用いた場合について、 記憶したパ
ターンの想起ダイナミ クスにおける安定性と 、 引き込み領域の広さを数値実験で比較し
た結果を図 3.33に示す。 このよう に、 ペアリ ング記憶法は符号反転記憶法と同等の連想
能力を達成していることが分かる。
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図 3.32: 記憶パターンをペアリ ング記憶行列 W pの固有ベクト ルで展
開した結果 (a = 0.2, N = 300)。
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図 3.33: ペアリ ング記憶法を用いたときの記憶パターンの安定性と引
き込み領域 (N = 500)。
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3.2.4 記憶の分割とヒステリシス

既に指摘したように、 正の記憶空間と負の記憶空間が完全に分離されていないことが、
符号反転記憶法における記憶パターンの不安定性の要因であった。 この小節では、 想起
ダイナミ クスにヒステリ シスを入れることにより 、 記憶パターンを安定化することを考
える。
ヒステリ シスは数理的に自己結合と完全に等価である。 ヒステリ シスを入れたニュー
ロンを用いた連想記憶の性質については、 既に理論的な研究が行われている [42]。 ヒス
テリ シスニューロンでは、 状態遷移が鈍り 、 すべてのパターンが安定化へと向かうので、
記憶パターンは安定化されるが、 逆に引き込み領域は小さく なる。
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図 3.34: 符号反転記憶にヒステリ シスダイナミ クスを用いたときの記
憶パターンの安定性と引き込み領域 (N = 500)。

符号反転記憶行列での想起で、 ヒステリ シスと同じ効果をもたせるには、

xi(t+ 1) = sgn
(

N
∑

j=1

wijxj(t) + εaψ(x(t))xi(t)
)

(3.30)

という想起ダイナミ クスを用いればよい [9]。 ここで

ψ(x) = sgn
(

N
∑

i=1

(
N
∑

j=1

wijxj)xi
)

(3.31)
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である。 このダイナミ クスにおいては、 π
2
以上回転するパターンは負の記憶パターンに

近いとみなしてより 振動的になるよう にし 、 逆に π
2
以下しか回転しないパターンは正の

記憶パターンに近いとみなして、 より 固定的になるようにしている。 この方法によって、
記憶空間の分離が完全でないのを補う効果が得られると期待できる。 このダイナミ クス
を使った実験の結果を図 3.34に示す。 実験の結果、 予想通り 、 記憶パターンの安定性は
増し 、 引き込み領域は減ることがわかる。 ここで注目すべき点として、 自己結合のある
普通の自己相関行列と同じ安定性を符号反転記憶法をヒステリ シスダイナミ クスで想起
する場合にもたせるには、 通常のモデルの自己結合に比べて 4分の 1から半分程度の強
さのヒステリ シスをいれればよいことである。 また、 その時、 引き込み領域は符号反転
記憶の方が広い。

3.2.5 記憶の分割と部分反転法

通常の自己相関連想記憶においては、 部分反転法によって記憶容量を向上させること
ができた。
しかし 、 部分反転法をそのまま符号反転記憶とペアリ ング記憶に適用すると 、 連想記

憶の記憶容量を向上させることができない。 これは、 部分反転法が振動的なパターンに
対応することができないことによる。 そこで、 以下に、 新しい記憶法による連想記憶の
能力を改善するよう なダイナミ クスを提案する。
符号反転記憶、 ペアリ ング記憶の両方に適用できるダイナミ クスの改良として、 式

(3.25)で表されるダイナミ クスについて部分反転法を使用する方法が考えられる。 ここ
で、 反転の入れ方に次のような工夫が必要である。 内部状態 uiの絶対値が大きいニュー
ロンの影響力を弱める方法として、 単純な相関学習で得られた記憶行列を用いる場合は、
式 (3.7)のように， 記憶行列W = [wij]を掛けていた。 しかし 、 式 (3.25)で与えられるダ
イナミ クスにおいては、 二度のW による変換が含まれているので、 |ui|の大きなニュー
ロンの影響が反転するよう にするには、 V = W × W を掛ける必要がある。 よって、

xi(t + 1) = sgn
(

ui(t)−
N
∑

j=1

vijφ(uj(t))
)

(3.32)

で表されるダイナミ クスを使用することによって、 連想記憶の記憶容量を向上できるこ
とが予想される [4]。 ここで、

ui(t) =
N
∑

j=1

wijsgn
(

N
∑

k=1

wjksgn(xk(t))
)

(3.33)

で、 また、

vij =
N
∑

k=1

wikwkj (3.34)

である。
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図 3.35: 符号反転記憶に部分反転法を用いたときの記憶パターンの安
定性と引き込み領域 (N = 500)。

符号反転記憶について、 通常の想起法を使用した時と 、 部分反転法を応用した想起法
を使用した場合の記憶パターンの安定性と引き込み領域について、 数値実験で得られた
結果を図 3.35に示す。 この実験結果と、 図 3.35の結果を比較すると、 式 (3.32) で表され
る部分反転ダイナミ クスが、 予想通り 、 符号反転記憶を使用した連想記憶の記憶パター
ンの安定性とと引き込み領域を向上させることがわかる。 尚、 ペアリ ング記憶にここで
提案した部分反転法の変形を応用すると同様の安定性と引き込み領域が得られることが
確かめられている。
振動に対処する部分反転法として、 上記で述べた方法の他に、

xi(t+ 1) = sgn
(

ui(t)−
N
∑

j=1

wijφ(ũj(t))
)

(3.35)

で表されるダイナミ クスを使用することによって。 連想記憶の記憶容量を向上できるこ
とが予想される [21]。 ここで

ui(t) =
N
∑

j=1

wijxj(t) (3.36)

ũi(t) =
N
∑

j=1

vijxj(t) (3.37)

vij =
N
∑

k=1

wikwkj (3.38)
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対称ネッ ト ワークの幾何 3.3 まとめ

である。 この方法は、 相互相関連想記憶においても有効な方法であるので、 次章の非対
称荷重を持つネッ ト ワークの議論において詳しく 述べることにする。

3.3 まとめ
本章においては、 第２ 章で論じたニューロダイナミ クスの幾何的視点をもとに、 対称

な荷重行列を持つニューラルネッ ト ワークの離散時間ダイナミ クスの性質について述べ
た。 対称な荷重行列として持つネット ワークの例として、 自己相関連想記憶をとり あげ、
その力学の幾何構造を明らかにした。
対称な荷重行列を持つニューラルネッ ト ワークでは、 系は荷重行列の固有ベクト ルで

その固有値の絶対値が大きい方向へ状態遷移が進む。 その状態遷移の速度は固有値分布
の広さに依存し 、 固有値の分布が狭いと状態遷移の速度は小さく 、 非線形の安定化効果
で状態遷移は途中で停止する。
自己相関連想記憶においては、 記憶パターンは記憶したパターン数の次元を持つ記憶

空間の固有ベクト ル群全体で張られている。 記憶パターン数が増え、 この記憶空間の固
有値の分布が広がると 、 記憶パターンは不安定になり 、 大きい固有値を持つ固有ベクト
ル方向へと状態遷移が進む。 これが記憶容量を超えた時に生じる偽記憶のメカニズムで
ある。 部分反転法は、 内部状態の大きなニューロンの出力の影響を抑えることで、 大き
い固有値を持つ固有ベクト ルへの状態遷移を抑える。 これが部分反転法が記憶パターン
を安定化し 、 記憶容量を増大させている。
また、 幾何的視点に基づき、 記憶パターン数の増大による固有値の分布の広がり を抑

える新たな記憶法を提示した。 提案した符号反転記憶法とペアリ ング記憶法は、 記憶空
間を二分割することで固有値分布の広がり を抑え、 記憶容量の向上を実現することが示
された。
次章においては、 荷重行列が非対称の場合に解析対象を拡張して、 ニューロダイナミ

クスの幾何を論じることにする。
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第 4章 : 非対称ネッ ト ワークの幾何

前章では、 対称な結合荷重をもつ系について、 ニューロダイナミ クスの幾何構造を調
べた。 この章においては、 結合荷重が非対称な場合について、 荷重行列の固有空間解析
に基づく 幾何的解析を行う 。 まず、 第１ 節では、 非対称行列の固有空間解析の方法につ
いて述べる。 次に、 第２ 節では、 非対称荷重を持つニューラルネッ ト ワークの例として
相互相関連想記憶を取り 上げ、 その幾何構造を解析する。 最後に、 第３ 節において、 非
対称のネット ワーク特有の複雑な動的振舞について幾何的視点から説明を行う と同時に、
非対称ネッ ト ワークに対応する部分反転法を提案する。

4.1 非対称行列の幾何構造
この節では、 非対称な結合荷重をもつニューラルネッ ト ワークを解析する基盤となる
非対称行列の固有空間解析の基礎について述べる。
以下の議論では、 無印のベクト ル vは縦ベクト ルとし 、 その複素共役を ṽ、 転置を vT

と表す。 非対称行列W には、 右固有ベクト ル fµ = (fµ1 f
µ
2 · · ·fµN )T と左固有ベクト ル

gµT = (gµ1 g
µ
2 · · · gµN)が存在する。 すなわち、

λµf
µ =Wfµ (4.1)

λµg
µT = gµTW (4.2)

が満たされている。 ここで、 λµはそれぞれの固有ベクト ルに対応する固有値である。 行
列W は、 これらの固有値と固有ベクト ルを使って

W =
N
∑

µ=1

λµf
µgµT (4.3)

と表すことができる。 ここで、
gµTf ν = δµν (4.4)

の関係が成り 立つ (δµν はクロネッカーのデルタ関数)。
W が非対称行列の場合は、 固有値に複素数が現れる。 但し 、 W の成分が全て実数の
場合は、 共役複素数がペアになって現れる。 つまり 、 λが固有値なら λ̃も固有値である。
今、 W の固有値のうち、 実数固有値の集合を λµ ∈ ΛR とする。 また、 複素固有値につい
ては複素共役のペア (λν , λν′)の組を Gν,ν′ とし 、 その集合を Gν,ν′ ∈ ΛC とする。 すると 、
式 (4.3)は

W =
∑

ΛR

λµf
µgµT +

∑

ΛC

(λνf
νgνT + λν′f

ν′gν
′T ) (4.5)
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と変形できる。 ここで、 複素固有値をもつ固有ベクト ルについて、 f νi = |fi|eiφνi ,gνj =

|gj|eiψ
ν
j とおき、 λν , λν′がそれぞれ rνe

iων , rνe
−iων と書き換えられることに着目すると、 式

(4.5)の行列W の (i, j)成分wij は

wij =
∑

ΛR

λµf
µ
i g

µ
j +

∑

ΛC

2rν |f νi ||gνj | cos(φνi + ψνj + ων) (4.6)

となる。 更に、 W の Q乗の成分wQij は

wQij =
∑

ΛR

λQµ f
µ
i g

µ
j +

∑

ΛC

2rQν |f νi ||gνj | cos(φνi + ψνj +Qων) (4.7)

となる。
ここで、 W による線形変換を繰り 返す、 式

v(t+ 1) =

√
NWv(t)

|Wv(t)| (4.8)

で表される時間発展について考える。 初期状態 v(0)の成分が

vi(0) =
∑

ΛR

Cµf
µ
i +

∑

ΛC

2Cν |f νi | cos(φνi + ζν) (4.9)

で表されるとすると 、 tステップ後の状態 v(t)は

v(t) =

√
NW tv(0)

|W tv(0)| (4.10)

であり 、 その成分を右固有ベクト ルで展開すると

vi(t) = Kt(
∑

ΛR

λtµCµf
µ
i +

∑

ΛC

2rtνCν |f νi | cos(φνi + ζν + tων)) (4.11)

Kt =

√
N

|W tv(0)| (4.12)

と表される。 このことから 、 t → ∞では、 全ての固有値のノ ルム (λµ または rν)中、 最
大のものが λµ̂ ∈ ΛRならば、 系は f µ̂に収束し （ λµ < 0ならば周期 2で振動）、 rν̂ ∈ ΛC
ならば、 系の各成分が

vi(τ) = 2|f ν̂i | cos(φν̂i + ζ̂ + των) (4.13)

に従って振動する状態に陥ることが分かる（ ζ̂ は初期位相によって決定される定数）。
ニューラルネッ ト ワークのダイナミ クスでは、 この線形変換の状態遷移のフローに非

線形変換による量子化が加わる。 次章以降の議論では、 この章で議論した固有空間解析
を使う ことにより 、 非対称の荷重行列をもつニューラルネッ ト ワークの性質を解析する
ことにする。
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4.2 相互相関連想記憶
この節においては、 前節で述べた非対称行列の固有空間解析を用いて、 相互相関連想
記憶の幾何構造を調べる。

4.2.1 相互相関連想記憶の定式化

相互相関連想記憶では、 異なる二つのパターン sa,sbの相関行列 sbsaT を荷重行列に加
えていく 。 覚えるパターンの組の集合を (aµ → bµ) ∈M とすると 、 荷重行列は

W =
∑

M

sbµsaµT (4.14)

と表される。 これにより 、 saの入力に対して sbが想起されるようになる。 このように荷
重行列を構成したネッ ト ワークに

xi(t+ 1) = sgn
(

N
∑

j=1

wijxj(t)
)

(4.15)

sgn(u) =

{

1, if u ≥ 0

−1, if u < 0
(4.16)

で与えられる通常のニューロダイナミ クスを適用すると 、 記憶したパターン系列の連想
が実現される。
但し 、 リ カレント なネット ワークでは、 時刻 tの出力が時刻 (t+1)の入力となる。 よっ
て、 時刻が進んでも記憶した状態が保持されるためには、 図 4.1のように周期的なパター
ンの列か、 連想の終点を自己相関等で安定化して締め括るパターンの列を想定する必要
がある。

4.2.2 相互相関連想記憶の幾何

以下の議論では、 パターンの系列を記憶させた相互相関連想記憶の荷重行列がどのよ
う な固有空間を形成するかを調べ、 それに基づいて想起ダイナミ クスの説明を試みる。
ここでは、 相互相関連想記憶の例として周期的なパターンの系列を記憶した場合を取り
上げる。
まず、 周期Qが同一の系列を記憶した相互相関連想記憶について、 荷重行列の固有値
を調べた結果を図 4.2に示す。 この場合、 固有値の位相が ω = 0と ω = 2

3
π付近に集中す

る。 つまり 、 周期 3でもとに戻る位相になっている。
この荷重行列を使った想起過程における右固有ベクト ルと状態ベクト ルの内積の変化
を図 4.3に示す。 この図のように、 想起過程では記憶パターンの系列と直交する空間（ ノ
イズ空間） は、 固有値の絶対値が小さく 、 その成分は減少する。 一方、 記憶パターンの
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図 4.1: 相互相関連想記憶で覚える系列の種類。

系列を張る空間（ 記憶空間） の固有ベクト ル成分は、 その固有値の位相に応じた周期で
振動していることが分かる。
次に、 記憶した系列の周期Qが異なる場合 (Q = 4, 5, 6)について荷重行列の固有値を

調べた結果を図 4.4に示す。 この場合は、 固有値の位相が ω = 0, ω = π, ω = 4
5
π, ω = 2

3
π,

ω = 1
2
π, ω = 2

5
π, ω = 1

3
π付近に出現している。 これらのう ち、 位相が ω = 0, ω = π,

ω = 1
2
πの回転は４ ステップ後にもとに戻り 、 ω = 0, ω = 4

5
π, ω = 2

5
πの回転は５ ステッ

プ後にもとに戻り 、 ω = 0, ω = 2
3
π, ω = 1

3
πの回転は６ ステップ後にもとに戻る。 つま

り 、 どれも覚えた系列の周期 4, 5, 6のどれかでもとの位相に戻る角速度を生むようになっ
ている。
この荷重行列を使った想起過程における固有ベクト ルと状態ベクト ルの内積の変化を

図 4.5に示す。 ここでは、 周期 4の系列を想起する場合を示している。 この図から 、 周期
4の系列の想起過程では、 記憶パターンの系列を張る固有ベクト ルのう ち、 周期 4を産み
出す（ 固有値が ω = 0, ω = π, ω = 1

2
π付近の位相をもつ） 固有ベクト ル成分は増加し 、

その固有値の位相に応じた周期で振動し 、 その他の固有ベクト ル成分は減少しているこ
とが読み取れる。 つまり 、 周期Qをもつパターンの系列は、 記憶空間の固有ベクト ルの
中で位相が 2nπ

Q
(n :自然数)の固有値をもつ固有ベクト ル群で張られる形になっている。

更に、 図 4.2と図 4.4を比較して注目すべき点が一つある。 それは、 どちらのケースも
覚えたパターン数は同じであるにも関わらず、 固有値の絶対値の分布は図 4.4の方が狭
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図 4.2: ニューロン数 100のネット ワークに周期 3の系列を 5つ覚えさ
せた時の固有値（ 記憶空間の固有値のみを表示）。 横軸と縦軸は各固有値
の実部と虚部に対応している。
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図 4.3: ニューロン数 100のネット ワークに周期 3の系列を 5つ覚えさ
せた時の想起ダイナミ クス。 ダイナクスにおける固有ベクト ルと状態ベ
クト ルの内積の変化をプロッ ト している。 図中の EV#N はその絶対値が
N 番目に大きい固有値をもつ固有ベクト ルとの内積を意味する。 ここで、
固有ベクト ル#11以外は記憶空間内の固有ベクト ルである。
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図 4.4: ニューロン数 100のネット ワークに周期 4, 5, 6の系列を 1つず
つ覚えさせた時の固有値（ 記憶空間の固有値のみを表示）。

-0.5

0

0.5

1

1.5

0 5 10 15 20 25 30 35 40

In
ne

r 
P

ro
du

ct

Time

EV # 3 
EV # 4 
EV # 8 
EV #13

図 4.5: ニューロン数 100のネット ワークに周期 4, 5, 6の系列を 1つず
つ覚えさせた時の想起ダイナミ クスにおける固有ベクト ルと状態ベクト ル
の内積の変化。 ここでは周期 4の系列を想起している。 固有ベクト ル#3
は周期４ 、 #4は周期６ 、 #8は周期２ に対応する位相をもつ。 固有ベク
ト ル#13は記憶空間外の固有ベクト ルである。
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く なっていることである。 荷重が対称行列の場合、 状態ベクト ルを張る空間の固有値の
絶対値の分布が小さいと、 線形変換による移動量が小さく なり 、 状態はより 安定となる。
同様に、 非対称結合荷重をもつネッ ト ワークでも、 軌道を張る空間の固有値の絶対値の
分布が狭ければ、 その軌道は安定になる。 周期の短い系列を記憶した場合より 、 周期の
長い系列を記憶した場合の方が記憶容量が大きいことは既に知られた事実であるが [24]、
ここで得られた固有値分布の違いはその現象に幾何的説明を与えている。

4.2.3 相互相関連想記憶の偽記憶

記憶した系列のパターン数が記憶容量を超えると 、 記憶系列は不安定になる。 その時、
系がどのよう な軌道に陥るかを以下に解析する。 荷重行列が対称行列の場合は、 大きい
固有値を持つ固有ベクト ル方向が安定化され、 偽記憶パターンが生成される。 ここでは、
非対称結合のネッ ト ワークの場合も同様のことが言えるかどうかを検討する。
まず、 図 4.6に同周期の系列を記憶容量以上覚えさせた場合の固有値の分布を示す。 こ
の図から 、 記憶パターン数の増大が固有値分布を広げていることが分かる。 また、 その
時現れる軌道を、 固有ベクト ルとの内積の変化としてプロッ ト したものを図4.7に示す。
このよう に、 対称結合荷重をもつネッ ト ワークと同様、 記憶が失われる場合は絶対値の
大きい固有値を持つ固有ベクト ル方向へと状態ベクト ルが引き寄せられていることが分
かる。
また、 図 4.8と図 4.9に周期の異なる系列を記憶容量以上に覚えさせた場合の固有値の
分布とダイナミ クスの様子を示す。 ここでも、 絶対値の大きい固有値を持つ固有ベクト
ルが系を支配していることが分かる。
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図 4.6: ニューロン数 100のネッ ト ワークに周期 3の系列を 10個覚え
させた時の固有値（ 記憶空間の固有値のみを表示）。
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図 4.7: ニューロン数 100のネッ ト ワークに周期 3の系列を 10個覚え
させた時の想起ダイナミ クスにおける固有ベクト ルと状態ベクト ルの内
積の変化。
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図 4.8: ニューロン数 100のネット ワークに周期 3, 4, 5, 6, 7, 8の系列を
1つずつ覚えさせた時の固有値（ 記憶空間の固有値のみを表示）。
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図 4.9: ニューロン数 100のネット ワークに周期 3, 4, 5, 6, 7, 8の系列を
1つずつ覚えさせた時の想起ダイナミ クスにおける固有ベクト ルと状態ベ
クト ルの内積の変化。
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4.3 複雑な動的振舞の解析

4.3.1 長周期軌道の解析

連続時間モデルの場合、 非対称結合を持つネッ ト ワークの中にはカオティッ クな振舞
を示すものがあることが知られている。 離散時間モデルの場合は、 状態数が有限なので、
何らかの周期軌道に陥ることになるが、 その周期が非常に長い軌道が生じてく る。 ここ
では、 相互相関連想記憶とランダムネッ ト ワークで生じる長周期軌道について調べる。
相互相関連想記憶については既に前章で述べたが、 連想記憶の偽記憶においても非常

に長い周期軌道が生まれることがある。 不安定に振動する偽記憶軌道が生じた時の固有
値の分布と軌道の様子をそれぞれ図4.10と図 4.11に示す。 図 4.11から分かるように、 こ
の場合は最大固有値が支配する期間とその次に大きい固有値が支配する期間とが交互に
生じている。 また、 図 4.10の固有値の分布から分かるよう に、 ここでは最大固有値とそ
の次に大きい固有値の絶対値の差は微小である。 長周期軌道中に起っているのは、 その
両固有値をもつ固有ベクト ルによる「 綱引き」 状態である。
次に、 ランダムネット ワークの固有値の分布と軌道の様子をそれぞれ図 4.12と図 4.13

に示す。 この場合は、 図 4.12のよう に固有値の位相もランダムに生じる。 また、 固有値
の絶対値もランダムに生じ 、 最大固有値に近い固有値が多く 存在する。 その結果、 それ
らの固有値をもつ固有ベクト ルで張られる空間中を状態ベクト ルがさまよう ことになる
（ 図 4.13）。
以上のよう に、 非常に長い周期を持つ軌道中では、 固有値の絶対値が大きい固有ベク

ト ル中で、 その値が近いものどう しが状態ベクト ルを引きあっていることが分かった。
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図 4.10: 相互相関連想記憶の偽記憶として長い周期軌道が現れる場合
の固有値の分布（ 記憶空間の固有値のみを表示）。 ここではニューロン数
100のネット ワーク周期 3, 4, 5, 6, 7, 8の系列を 1つずつ覚えさせた時の例
を挙げている。
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図 4.11: ニューロン数 100のネッ ト ワークに周期 3, 4, 5, 6, 7, 8 の系列
を 1つずつ覚えさせた相互相関連想記憶において、 偽記憶として生じる長
い周期軌道中の固有ベクト ルと状態ベクト ルの内積の変化。
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図 4.12: ランダムネッ ト ワークの固有値。 ここでは各成分が [-1,1]の
一様分布に従う 50次元ネッ ト ワークの全固有値を示している。
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図 4.13: 各成分が [-1,1]の一様分布に従う 50次元ランダムネッ ト ワー
クのダイナミ クスにおける固有ベクト ルと状態ベクト ルの内積の変化。
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4.3.2 非単調ダイナミクス

対称の荷重結合をもつネッ ト ワークでは、 部分反転法 [29]によって大きい固有値で張
られる固有空間への流れを塞き止めることができる。 この方法を応用することで、 記憶
容量の拡大やニューロウインド ウ法による選択的想起などが可能となる。 しかしながら 、
非対称結合をもつネッ ト ワークで全く 同じ方法を用いても同様の効果は得られない。 こ
こでは、 非対称結合をもつネッ ト ワークで部分反転法やニューロウインド ウ法と同じ効
果を得る方法について検討する。
ネッ ト ワークが対称の荷重結合を持つ場合、 部分反転法のダイナミ クスは、

xi(t+ 1) = sgn
[

∑

j

wij
(

xj(t)− λφ(uj(t))
)]

(4.17)

uj(t) =
N
∑

k=1

wjkxk(t) (4.18)

φ(u) =















−1, if u < −h
0, if −h ≤ u < h

1, if h ≤ u

(4.19)

で記述されることは前章で述べた。 このダイナミ クスは、 x(t)と u(t)が同符号の場合、 内
部状態が大きく なるニューロンの影響を弱める効果をもつ。 自己想起型の連想記憶では、
記憶パターンが安定点であるため、 記憶パターンで系の状態が停留する状況ではx(t)と
u(t)が同符号である。 よって、 このダイナミ クスによって、 内部状態を小さく 保ち、 大
きい固有値をもつ固有ベクト ルで張られる偽記憶への引き込みを防ぐことができる。 し
かしながら 、 x(t)と u(t)が異符号であれば、 その効果は全く 逆になる。
荷重行列W が非対称の場合、 線形変換によって状態ベクト ルが回転するので、 安定な
アト ラクター上でも x(t)と u(t)が異符号になる場合がある。 であるから 、 非対称結合系
では、 上で与えられた部分反転法を用いても、 対称結合系と同様の効果は見られない。
しかしながら 、 もし 、 W の固有値の位相成分による回転効果を除いて、 固有値の絶対値
による拡大縮小のみを取り出し、 絶対値の大きい固有値の影響を弱めることができれば、
非対称結合系でも部分反転法やニューロウインド ウ法を実現することができると考えら
れる。
一定の周期Qをもつ時系列だけを記憶した相互相関連想記憶において、 絶対値の大き
い固有値をもつ固有ベクト ル成分の拡大だけを抽出し 、 それを除去する想起ダイナミ ク
スとして、 部分反転法を

xi(t+ 1) = sgn
[

∑

j

wij
(

xj(t)− λφ(ũj(t))
)]

(4.20)

ũj(t) =
N
∑

k=1

vjkxk (4.21)

[vij ] =WQ (4.22)
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のように変形して使う方法が考えられる。 ここで、 関数 φ(u)は式 (4.19)で与えられた関
数と同一である。 周期が一定値Qの相互相関連想記憶では、 Qステップ後には最初のパ
ターンに戻ってく るので、 Qステップを 1ステップと考えると自己連想記憶となる。 その
Qステップの間に Q回のW による変換を経るので、 WQは回転成分が除去されたほぼ
対称の行列になっている。 このことは、 前節の固有空間解析において、 周期Qの系列を
記憶した時の位相が 2nπ

Q
(n:自然数)付近になっていることからも容易に予想される。 よっ

て、 WQ をかけて内部状態が大きく なるニューロンは、 大きい固有値を持つ空間の構成
要素となっている。 であるから 、 WQ を部分反転法に用いることで、 記憶容量の向上が
できると予想される。 実際、 相互相関連想記憶で記憶容量以上のパターンを記憶した場
合の数値実験の結果を図 4.14に示す。 この図から 、 部分反転法に WQ を用いることで、
記憶容量が向上しているが分かる。
しかしながら 、 このWQ を用いたダイナミ クスは、 同じ周期の系列を記憶した時にし

か適用できない。 また、 たとえ覚えた系列の周期が一定でも、 その周期が長く なると、 記
憶容量の向上幅は小さく なる。 長い周期を記憶する場合に対応できない原因は以下のよ
う に説明される。 前節の結果にあった通り 、 周期Qの系列を記憶した場合は、 固有値の
位相が 2nπ

Q
(n :自然数)付近となるが、 多少の誤差は含んでいる。 これを Q乗すると、 位

相の誤差がQ倍になるので、 位相のずれが大きく なる。 その結果、 xと uの符号にずれ
が生じ 、 部分反転法が大きい固有値を持つ方向への流れを止める役割を果たせなく なっ
てしまう わけである。
以上の制約に縛られず、 より 一般的に応用できる手法として、 上記のダイナミ クスに

おける行列 V = [vij ]に V =W TW を利用する方法が考えられる。 W T をかけると W と
反対方向に位相を回転させるので、 W による回転をキャンセルする意味をもつ。 この方
法ならば、 どの周期をもつ成分も同時に回転を抑制でき、 異なる周期の系列を同時に記
憶した場合にも有効に機能する。 また、 V の計算に必要な掛け算は一回だけ済むため、 多
く の掛け算を繰り 返すことによって生じる位相のずれの蓄積がなく なり 、 長い周期をも
つ系列にも対応することができる。 その結果、 異なる周期や長い周期をもつ系列におい
ても記憶容量の増大やニューロウインド ウ法による選択的想起が可能になる。 実際、 相互
相関連想記憶で記憶容量以上のパターンを記憶した場合の数値実験を図4.15に示す。 こ
の図のように、 ここで提案した方法は、 異なる長い周期の系列を記憶した場合でも、 記憶
容量の増加を実現することが分かる。 また、 図 4.16に、 通常のダイナミ クス、 W TW を
用いた部分反転法、 WQ を用いた部分反転法を用いて同周期Qの系列を記憶させたネッ
ト ワークの想起する場合の記憶容量を比較した結果を示す。 このよう に、 WQ を用いた
部分反転法では、 Qが大きく なるに従い記憶容量が減少するが、 W TW を用いた部分反
転法ではQが増加しても a = 0.4近く の記憶容量を維持できることが分かる。
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(b) WQ を用いる部分反転法を利用した場合の想起過程 (h = 1.5, λ = 0.5)

図 4.14: 想起過程の数値実験 (N = 300, P = 30, Q = 3)。 通常の想起
法の記憶容量を超えた記憶率でも、 V = WQ を用いた部分反転法では想
起に成功している。
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(b) W TW を用いる部分反転法を利用した場合の想起過程 (h = 1.0, λ = 0.5)

図 4.15: 想起過程の数値実験 (N = 300, Q = 20, 30, 40)。 ここでは周
期 Q = 30のパターンの想起を試みている。 通常の想起法の記憶容量を
超えた記憶率でも、 V = W TW を用いた部分反転法では想起に成功して
いる。
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図 4.16: 同周期Qの系列を相関学習で記憶したネッ ト ワークの記憶容
量： (a) 通常の想起； (b) W TW を用いた部分反転法 (h = 1.0, λ = 0.5)；
(c) WQ を用いた部分反転法 (h = 0.5 × Q,λ = 0.5)。 WQ を用いた部分
反転法では、 Qが大きく なるに従い記憶容量が減少するが、 W TW を用
いた部分反転法では Qが増加しても a = 0.4近く の記憶容量を維持する
ことができる。

4.4 まとめ
本章では、 非対称な結合荷重をもつニューラルネッ ト ワークについて、 荷重行列の固
有値と固有ベクト ルを直接求めることで、 そのダイナミ クスの幾何構造を解析する方法
を提案した。 その解析法を用い、 相互相関連想記憶、 ランダムネット ワークのダイナミ ク
スを調べた。 非対称の荷重を持つネッ ト ワークにおいても、 対称のネッ ト ワークと同様
に、 固有値の絶対値が大きい空間へ状態遷移が進む。 但し 、 非対称行列の固有値は一般
に複素数になるので、 長い周期をもつ状態がリ ミ ット サイクルとして生じることがある。
非対称行列の場合も、 荷重行列W の代わり にW TW を使う部分反転法を用いると、 大
きい固有値を持つ空間への状態遷移を防ぐことができる。 これによって、 相互相関連想
記憶の記憶容量が向上することが示された。
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第 5章 : ニューロウインド ウ法

この章では、 ニューラルネッ ト ワークを用いた連想記憶システムにおいて、 新たな機
能を実現するアルゴリ ズムとして、 ニューロウインド ウ法を提案する。 まず、 第１ 節で
ニューロウインド ウ法の基本アルゴリ ズムを紹介する。 続いて、 第２ 節では自己連想記
憶に、 第３ 節では相互相関連想記憶にニューロウインド ウ法を応用し 、 階層的概念形成
モデル等の新たな機能を持つ連想記憶システムの提案を行う 。 第４ 節においては、 ニュー
ロンの出力が (0, 1)の二値で表現される場合について、 ニューロウインド ウ法の定式化
を行う 。 最後に、 第５ 節において、 ニューロウインド ウ法を用いて、 オート マト ンの状
態遷移の効率化を学習するモデルを提案する。

5.1 ニューロウインド ウ法
ニューロウインド ウ法とは、 第３ 章で紹介した部分反転法

xi(t+ 1) = sgn
(

N
∑

j=1

wij(xj − λφ(uj(t))
)

(5.1)

uj(t) =
N
∑

k=1

wjkxk (5.2)

φ(u) =















−1, if u < −h
0, if −h ≤ u < h

1, if h ≤ u

(5.3)

において、 パラメータ hを可変パラメータとして使用する方法である。 第３ 章でも述べ
た通り 、 部分反転法は内部状態の絶対値が hより 大きいニューロンの出力の影響を弱め
ることで、 固有値の大きい固有ベクト ルで張られる状態（ 偽記憶状態） への状態遷移を
防いでいる。
ランダムパターンを一定の係数を用いて記憶する場合においては、 記憶パターンの入

力に対する各ニューロンの内部状態の絶対値は、 どの記憶パターンでも同一の期待値を
持つ。 であるから 、 記憶パターンの想起において、 記憶と偽記憶を分離するには、 記憶
状態の内部状態が持つ期待値と偽記憶状態の内部状態が持つ期待値の中間にパラメータ
hを固定しておけば十分であった。
しかしながら 、 より 一般のパターンの記憶を考えると 、 上で述べたランダムパターン

の仮定、 及び学習係数一定の仮定は必ずしも成り 立たない。 記憶するパターンに相関構
造が存在したり 、 学習係数に違いがある場合には、 記憶するパターンによって、 想起状

63



5.1 ニューロウインド ウ法 ニューロウインド ウ法

eigenvectors
with large eigenvalues

stored band A
stored band B

stored band C

eigenvectors
with large eigenvalues

stored band

general case

random pattern, fixed learning constant

図 5.1: 一般の場合、 ランダムパターンを同じ学習係数で記憶した自己
相関連想記憶のよう に記憶パターンは一つのバンド (D関数一定) にはお
さまらず、 多重のバンド 構造が形成される。
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stored band A
stored band B

stored band C

eigenvectors
with large eigenvalues

large h medium h small h

stable band stable bandstable band

図 5.2: バンド が多重化された場合、 部分反転法（ 非単調ニューロン）
の閾値 hを制御することで各バンド を選択的に安定化できる。

u
h
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−1

Control

図 5.3: 離散時間ニューロウインド ウ法の閾値制御。
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図 5.4: 連続時間ニューロウインド ウ法の閾値制御。

態におけるニューロンの内部状態の期待値にばらつきが生じてく る。 そのよう な場合で
は、 記憶が構成する幾何構造も当然異なってく る。
ランダムパターンを一定の学習係数で記憶した場合と 、 より 一般の場合とで、 記憶空
間の幾何構造がどのように異なってく るかを概略図として示したものが図5.1である。 こ
のよう に、 一般の場合は、 記憶パターンは状態ベクト ルを張る超球面上の単一のバンド
ではなく 、 多く のバンド 中に散らばって存在している。 であるから 、 部分反転法である
領域を不安定化すると 、 安定化されて想起可能になる記憶パターンと 、 逆に不安定化さ
れてしまう記憶パターンが同時に発生する状況が生じることになる。
ここで、 この状況を利用して、 次のよう な応用を考えることができる。 部分反転法に
おいて、 パラメータ hを固定せず、 状況によって任意に制御可能なパラメータとれば、 h
を調節することで、 多く の記憶パターンのバンド の中からあるバンド に含まれるパター
ン群をを選択的に安定化し 、 それらを想起することができる（ 図 5.2）。 この方法では、
図 5.3に示す通り 、 関数 φ(u)の閾値 hを調節することで超球面上の安定領域を取り 出し
ている。 これは、 連続時間モデルでニューロンの活性関数として図 5.4のよう な窓型の
関数を用い、 その窓の大きさをパラメータ hを変えて想起を行う ことに対応する（ 第７
章参照）。 この窓型関数の窓の大きさが、 多重化されたバンド 構造をなすパターン群の一
つを取り 出し安定化する作用をもつことから 、 この領域の選択的安定化法をニューロウ
インド ウ法と呼ぶことにする。
次節以降では、 このニューロウインド ウ法を様々な連想記憶システムに応用すること
を試みることにする。
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5.2 自己相関連想記憶のニューロウインド ウ法
自己相関連想記憶で、 記憶パターンが多重バンド を形成する場合としては、 パターン

が異なる学習係数で記憶される場合と 、 相関構造をもつパターンが記憶される場合が挙
げられる。 以下の議論においては、 それぞれのケースについて、 ニューロウインド ウ法
の適用を行う 。

5.2.1 多様な学習係数を用いた連想記憶

この小節では、 記憶バンド が多重化される例として、 重みづけに変化をつけて記憶す
る場合について考察する。 ここでは、 最も単純な枠組として、 P 個 (P =偶数)の記憶パ
ターンを半分に分け、 二種類の重みづけで記憶する場合を考える。 今、 自己結合はない
とすると 、 記憶行列は

w0
ij =

B1

N

P
2
∑

µ=1

sµi s
µ
j +

B2

N

P
∑

µ=P
2
+1

sµi s
µ
j −

(B1 +B2)P

2N
δij (5.4)

となる。 ここで B1, B2(B1 < B2)は記憶に重みづけをするパターンの学習係数で、 δij は
クロネッカーのデルタである。
このよう にして構成された記憶行列について、 学習係数の比 b = B2/B1が小さい場合

(b = 2)と大きい場合 (b = 5)の固有値の分布をそれぞれ図 5.5、 図 5.6に示す。
これらの図から分かるよう に、 学習係数の比 bが小さい場合は、 ランダムパターンを

一定の係数で覚えた時の固有値分布を B1 と B2を中心に二つ重ねあわせた形状の固有値
分布が得られる。 そして、 B2/B1の値が大きく なると 、 記憶空間の固有値分布が二段に
はっきり 分かれる。
また、 bの値が小さい場合と大きい場合について、 記憶パターンを固有ベクト ルで展開

した結果を図 5.7、 図 5.8にそれぞれ示す。 この図から 、 小さい学習係数 B1で記憶した
パターンは、 固有値の小さな固有ベクト ル成分をより 多く 持ち、 大きい学習係数B2で記
憶したパターンは、 固有値の大きな固有ベクト ル成分をより 多く 持つことがわかる。 つ
まり 、 学習係数の異なる記憶パターン間が直交に近い関係にある。 そして、 この分離は b

が大きく なるほどはっきり する。 このよう に、 異なった学習係数を使ってパターンを記
憶すると 、 記憶空間が分割されることになる。 この構造は、 第３ 章で述べた符号反転記
憶法で得られた構造と同一である。
以上述べてきた複数の学習係数を用いた連想記憶が生み出す幾何構造を、 状態ベクト

ルを張る超球面上にマップしたものを図5.9に示す。 この図のように、 線形変換のフロー
上で、 小さい学習係数B1で記憶したパターン群は上流側に、 大きい学習係数B2で記憶
したパターン群は下流側に位置することになる。 よって、 ニューロウインド ウ法で下流
領域を不安定化すれば係数B1で記憶したパターン群が安定化し 、 その下流領域の不安
定化を解除すれば、 状態遷移は下流の係数B2で記憶したパターン群まで進むと予想さ
れる。
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図 5.5: 学習係数 B1 = 0.5, B2 = 1で P
2 個ずつパターンを記憶した時

の記憶行列W 0の固有値の分布 (P = 60, N = 300)。
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図 5.6: 学習係数 B1 = 0.2, B2 = 1で P
2 個ずつパターンを記憶した時

の記憶行列W 0の固有値の分布 (P = 60, N = 300)。
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(a) 学習係数B1 = 0.5の記憶パターンと記憶行列の固有ベクト ルの内積と固有値
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(b) 学習係数B2 = 1の記憶パターンと記憶行列の固有ベクト ルの内積と固有値

図 5.7: 学習係数 B1 = 0.5, B2 = 1で P
2 個ずつパターンを記憶した記

憶行列W 0の固有ベクト ルで記憶パターンを展開した結果 (P = 60, N =
300)。
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(b) 学習係数B2 = 1の記憶パターンと記憶行列の固有ベクト ルの内積と固有値

図 5.8: 学習係数 B1 = 0.2, B2 = 1で P
2 個ずつパターンを記憶した記

憶行列W 0の固有ベクト ルで記憶パターンを展開した結果 (P = 60, N =
300)。
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eigenvectors
with large eigenvalues

patterns memorized with
      small coefficient
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図 5.9: 異なる学習係数を用いた場合、 小さい係数で記憶したパターン
は上流にバンド を形成し、 大きい係数で記憶したパターンは下流にバンド
を形成する。

このよう なメカニズムが実際の連想記憶で働き、 学習係数が異なるパターン群の選択
的想起が実現できるかどうかを数値実験によって確かめることにする。
ここでは、 N = 1000次元のベクト ルで表現される 100個のパターンをグループ１ とグ

ループ２ の二つに 50個ずつ分け、 グループ１ のパターンを係数B1 = 0.5で、 グループ
２ のパターンを係数B2 = 1で覚えた場合について、 想起過程におけるオーバーラップ
の変化を数値実験で調べた。 図 5.10(a)は、 ニューロウインド ウ法で h = 0.7とした想起
過程におけるグループ１ のパターンとグループ２ のパターンとのオーバーラップの変化
である。 ここで、 状態ベクト ルの初期値は、 着目しているグループ１ とグループ２ のパ
ターンの中間的パターンとしている。 この図から 、 ニューロウインド ウ法で hを小さく
とると 、 グループ１ のパターンが安定なアト ラクタとして取り 出せることが分かる。 一
方、 図 5.10(b)は、 ニューロウインド ウ法で h = 2.0とした想起過程におけるグループ１
とグループ２ に属するパターンとのオーバーラップの変化である。 この図から 、 ニュー
ロウインド ウ法で hを大きく とった場合は、 グループ２ のパターンが安定なアト ラクタ
として取り 出せることが分かる。
この選択的想起における D関数の変化を図 5.11に示す。 この図のように、 グループ１

の想起では D関数の増加が抑えられ、 グループ２ の想起では D関数が増加していく 。 つ
まり 、 hを小さく すると 、 上流にあるグループ１ の記憶パターンを含むバンド が安定化
し 、 hを大きく すると 、 下流にあるグループ２ の記憶パターンを含むバンド が安定化さ
れているわけである。 更に系の変化を詳しく 見るために、 ニューロン数の次元が低い例
で、 各固有ベクト ル成分の増減を調べた結果を図 5.12に示す。 この図から 、 hの値が小
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さいと 、 大きい固有値をもつ固有ベクト ル成分の増加は抑えられるが、 hの値を大きく
すると 、 大きい固有値をもつ固有ベクト ルで張られる空間へ状態ベクト ルが引き込まれ
ていく 様子がよく 分かる。
以上の実験は、 記憶率を固定しての話であった。 しかし、 記憶率を変化させると、 連想
記憶には記憶容量が存在することからも明らかなように、 その系の性質は異なってく る。
そこで、 記憶率を変化させた時の記憶パターンの安定性と引き込み領域の大きさを数値
実験により 調べた結果を図5.13に示す。 この図から 、 異なる記憶率における各グループ
のパターンの安定性をまとめると表 5.1のよう になる。 この表から 、 この場合は記憶率
が a = 0.03から a = 0.15の範囲で、 ニューロウインド ウ法を用いたグループ１ とグルー
プ２ のパターンの選択的想起が可能となる。
ニューロウインド ウ法を用いた選択的想起が実現できる記憶率の範囲は、 学習係数の
比によって変化する。 学習係数の比 bが大きいと 、 大きい係数で記憶したパターンはよ
り 安定になり 記憶容量は増すが、 逆に小さい係数で記憶したパターンは不安定化し 、 ウ
インド ウを用いても記憶容量が低下してしまう 。 よって、 この場合はニューロウインド
ウ法を用いた選択的想起が機能する記憶率の範囲は非常に限られてしまう 。 一方、 逆に
学習係数の比 bが小さい場合は、 小さい学習係数で記憶したパターン群も安定になるが、
ウインド ウのパラメータ hを大きく しても、 両グループのパターンが共に安定化される
ので、 選択的想起が可能な範囲はやはり 狭く なる。
以上、 数値実験により 、 学習係数が異なる自己相関連想記憶において、 ニューロウイ
ンド ウ法の選択的想起が機能することを示した。 しかし 、 このモデルに関する定量解析
は示していないので、 その理論的裏付け、 および記憶容量や引き込み領域の理論値等の
導出はここでは行わなかった。 これらの定量的理論解析は第６ 章で述べる統計的手法を
使って行う ことが可能である。 この統計手法を使った議論は次章に譲ることとし 、 次の
小節では、 記憶パターンに相関がある場合について解析を行う ことにする。
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(a) グループ１ の想起 (h = 0.7)
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図 5.10: ニューロウインド ウ法を用いた想起過程におけるオーバーラッ
プの変化 (B1 = 0.5, B2 = 1.0, λ = 1.0, a = 0.1, N = 500)。
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図 5.11: ニューロウインド ウ法を用いた想起過程における D関数の変
化 (B1 = 0.5, B2 = 1.0, λ = 1.0, a = 0.1, N = 500)。
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(a) グループ１ の想起 (h = 0.75)
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図 5.12: ニューロウインド ウ法を用いた想起過程における全固有ベク
ト ル成分の変化 (B1 = 0.5, B2 = 1.0, λ = 1.0, a = 0.1, N = 200)。
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図 5.13: 二種類の学習係数を用いて記憶した自己相関連想記憶におけ
る記憶パターンの安定性と引き込み領域。 学習係数 0.5 を用いて記憶し
たグループ 1(G1) を通常のダイナミ クスと部分反転法 (PRM: h = 1.5,
λ = 1.0)のダイナミ クスで想起した場合、 及び学習係数 1.0を用いて記憶
したグループ 2(G2) を通常のダイナミ クスで想起した場合の結果を示し
た (P1 = P2, N = 500)。

記憶率 group1 (h = 1.5) group1 (h = ∞) group2 (h = 1.5) group2 (h = ∞)

0.00-0.03 安定 安定 不安定 安定

0.03-0.15 安定 不安定 不安定 安定

0.15-0.25 不安定 不安定 不安定 安定
0.25- 不安定 不安定 不安定 不安定

表 5.1: 数値実験の結果から評価した各記憶率における記憶パターンの
安定性。
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5.2.2 相関をもつパターンの連想記憶

前小節では、 異なった学習係数を使って記憶する場合についてニューロウインド ウ法を
導入した。 本小節と次の小節では、 ニューロウインド ウ法が応用できるもう一つのケー
スとして、 相関のあるパターンを記憶する連想記憶モデルを取り 上げることにする。 中
でも、 この小節では、 単純な相関構造をなす記憶パターン群を考える。
以下の議論では、 相関構造をなす記憶パターン群として、 P1個のランダムパターンを

親パターンとして、 それぞれの親パターンとの相関が rの子パターンを P2個ずつ生成
し 、 それらを記憶パターンとして記憶する場合を考える。 今、 µ番目の親パターンに由
来する ν番目の子パターンとして生成された記憶パターンを s(µ,ν)と記述すると 、 パター
ン間の相関構造は

1

N
E[s(µ,ν) · s(µ′,ν′)] =















1, if µ = µ′, ν = ν ′

R(= r2), if µ = µ′, ν 6= ν ′

0, if µ 6= µ′
(5.5)

となる。 このよう なクラスター型相関構造をもつパターンを考えた時、 各クラスターの
中心に位置するクラスターの代表パターンとして、

s
(µ)
i = sgn

(

P2
∑

ν=1

s
(µ,ν)
i

)

(5.6)

で表される概念パターン s(µ) を定義することができる [2]。
このよう なクラスター型の相関をなすパターンを自己相関学習で記憶すると、 荷重行

列 (自己結合なし )は

w0
ij =

1

N

P1
∑

µ=1

P2
∑

ν=1

s
(µ,ν)
i s

(µ,ν)
j − aδij (5.7)

で与えられることになる。 但し 、 ここで aは記憶率 a = P1×P2

N
である

ここで与えられた荷重行列の固有値の分布を図 5.14に示す。 図 5.14から 、 相関のある
パターンを記憶した場合も、 二種類の学習係数を用いて記憶した場合と同様に、 記憶空
間の固有値の分布が二段になることが分かる。 次に、 この荷重行列の固有ベクト ルと記
憶パターンベクト ル、 および概念パターンベクト ルの内積を計算した結果を図 5.15に示
す。 これらの図から分かるよう に、 概念パターンは記憶パターンより も大きい固有値を
もつ固有ベクト ル群の成分を多く 持つ。 このことから 、 線形変換のフローにおいて、 概念
パターンは記憶パターンより も下流に位置していることが分かる。 よって、 記憶パター
ン想起時における内部状態の絶対値の期待値

E[|u(µ,ν)i |] = E[|
N
∑

j=1

wijs
(µ,ν)
j |] (5.8)

と 、 概念パターン想起時の内部状態の絶対値の期待値

E[|u(µ)i |] = E[|
N
∑

j=1

wijs
(µ)
j |] (5.9)
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図 5.14: 相関のあるパターンを記憶した自己相関連想記憶における荷
重行列の固有値の分布 (P1 = 15, P2 = 3,R = 0.49, N = 300)。

の間には
E[|u(µ,ν)i |] < E[|u(µ)i |] (5.10)

の関係が成り 立っている。 但し 、 この関係が成り 立つのはクラスター内の相関がある程
度強い場合に限られる。 相関の違いによる記憶パターン、 概念パターンのD関数の値の
変化をプロット したものを図 5.16に示す。 この図から 、 P2 = 3の場合、 概念パターンが
下流に位置するのは r > 0.3(R > 0.09)の範囲であることが分かる。
以上の幾何構造から 、 ニューロウインド ウ法を利用することで上流に位置する記憶パ
ターンと下流に位置する概念パターンを図 5.17のように選択的に想起することができる
と予想される。 実際、 N = 1000, P1 = 10, P2 = 3, R = 0.49の例において、 ウインド ウの
パラメータ hを変化させ、 想起過程におけるオーバーラップを数値実験により 求めた結
果を図 5.18に示す。 このよう に、 パラメータ hが小さい場合は記憶パターンの想起が、
パラメータ hが大きい場合は概念パターンの想起が実現されていることが分かる。
この想起過程における D関数と固有ベクト ル成分の変化を図5.19と図 5.20に示す。 こ
れらの図から 、 想起過程においては、 固有値の大きな固有ベクト ル成分が徐々に増加す
るが、 値の小さな hを用いる場合は記憶パターンで状態遷移が停止し 、 値の大きな hを
用いる場合は概念パターンまで状態遷移が進んでいることが分かる。
上の数値実験は、 記憶率が 0.1の一例をとってニューロウインド ウ法が機能すること
を示した。 次に、 ニューロウインド ウ法が機能する記憶率の範囲について数値解析を行
う 。 図 5.21にニューロウインド ウ法を用いたシミ ュレーショ ンで得られた、 各記憶率に
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(a) 記憶パターンベクト ルと固有ベクト ルの内積

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

In
ne

r 
P

ro
du

ct
 (

ba
r)

 a
nd

 E
ig

en
va

lu
e 

(d
ot

)

Eigenvector (sorted by decreasing eigenvalue)

(b) 概念パターンベクト ルと固有ベクト ルの内積

図 5.15: 相関パターンを記憶した荷重行列の固有空間における記憶パ
ターンと概念パターンの表現 (R = 0.49, P1 = 15, P2 = 3, N = 300)。 概
念パターンは記憶空間の中でも大きい固有値を持つ固有ベクト ル群の成
分を多く 持つ。
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図 5.16: 記憶パターン、 概念パターン入力時における D関数の値 (P2 =
3)。 r > 0.3の領域では概念パターンの方が線形フローの下流に位置する。

おける記憶パターン、 概念パターンの安定性と引き込み領域を示す。 この場合、 記憶率
が 0.15までは選択的想起が可能になっていることが分かる。
図 5.21で得た記憶容量は、 式 (5.3)で定義される閾値関数をニューロウインド ウ法に
用いて得られる記憶容量である。 ここで、 ニューロウインド ウ法で使用する関数 φ(u)に

φ(u) = γu (5.11)

を用いると 、 記憶容量は図 5.22のよう に増加する。 このよう に、 線形な関数をウインド
ウ法に用いることは、 荷重行列を

V =W − γW 2 (5.12)

と変形することと等価である。 この変形された行列 V で D関数D(x) = xV TV xを考え
ると 、 γが大きく なると 、 記憶パターンと概念パターンの位置関係が逆転し、 記憶パター
ンが線形変換で与えられるフローの下流に位置するようになることが分かる。 その結果、
記憶パターンが概念パターンより 安定化されることになる。
以上の議論はR = 0.49に固定しての結果であったが、 この記憶容量は相関Rによって
も異なる。 また、 相関Rが異なれば、 選択的想起に適切なパラメータ hの大きさも異な
る。 各相関Rによる記憶容量、 および適切なパラメータ h等の解析は次章の統計的議論
において行う ことにする。
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図 5.17: ニューロウインド ウ法による選択的想起。
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(a) 記憶パターンの想起 (h = 1.5)
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(b) 概念パターンの想起 (h = 2.5)

図 5.18: ニューロウインド ウ法による選択的想起過程におけるオーバー
ラップの変化 (N = 1000, P1 = 25, P2 = 3, R = 0.49, λ = 0.8)。
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図 5.19: ニューロウインド ウ法による選択的想起過程における D関数
の変化 (N = 1000, P1 = 25, P2 = 3, R = 0.49, λ = 0.8)。
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(a) 記憶パターンの想起 (h = 1.5)
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(b) 概念パターンの想起 (h = 2.5)

図 5.20: ニューロウインド ウ法による選択的想起過程における全固有
ベクト ル成分の変化 (N = 200, P1 = 5, P2 = 3, R = 0.49, λ = 0.8)。
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図 5.21: ニューロウインド ウ法を用いたときの記憶パターン (h = 1.5
λ = 0.8) と概念パターン (h = 2.5 λ = 0.8) の安定性と引き込み領域
(R = 0.49, P2 = 3, N = 1000)。
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図 5.22: 線形関数を使ったニューロウインド ウ法における記憶パターン
(γ = 0.3) と概念パターン (γ = 0.2)の安定性と引き込み領域 (R = 0.49,
P2 = 3, N = 1000)。
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図 5.23: 荷重行列 V = W − γW 2 で定義される D関数 (R = 0.49,
P1 = 60, P2 = 3, N = 1000)で見る記憶パターンと概念パターンの位置
関係。 γが大きく なると記憶パターンが線形フローの最下流に位置するよ
う になる。

86



ニューロウインド ウ法 5.2 自己相関連想記憶のニューロウインド ウ法

5.2.3 階層的相関をもつパターンの連想記憶

前小節で議論した記憶パターンと概念パターンの選択的想起モデルは、 パターンの相
関構造が三層以上の場合にも拡張できる。
以下の議論においては、 多層の相関構造をもつパターン群として

1

N
E[s(p1,p2,···,pL)·s(q1,q2,···,qL)] =















1, if p1 = q1, · · · , pL = qL
RL−l, if p1 = q1, · · · , pl = ql, pl+1 6= ql+1 (1 ≤ l ≤ L− 1)

0, if p1 6= q1
(5.13)

で表される超計量的 (ultrametric)階層的相関構造を持つパターン（ 図 5.24） を記憶する
場合を考える。 この場合、 概念パターンも多層にわたって定義される。 例えば、 第 l層
の概念パターン s(p1,p2,···,pl)の成分は

s
(p1,p2,···,pl)
i = sgn

(

Pl+1
∑

pl+1=1

Pl+2
∑

pl+2=1

· · ·
PL
∑

pL=1

s
(p1,p2,···,pL)
i

)

(5.14)

で与えられることになる。 つまり 、 概念パターンとして s(p1), s(p1,p2), · · ·s(p1,p2,···,pL−1)が
与えられる (s(p1,p2,···,pL)が記憶パターン )。
このよう な多層の相関構造を持つパターンを自己相関連想記憶で記憶する時、 その荷

重行列は

wij =
1

N

P1
∑

p1=1

P2
∑

p2=1

· · ·
PL
∑

pL=1

s
(p1,p2,···,pL)
i s

(p1,p2,···,pL)
j − aδij (5.15)

a =
1

N

L
∏

l=1

Pl (5.16)

で与えられる。
以下の議論では、 相関が三層の場合について、 荷重行列の固有空間解析を調べる。 こ

の時は、 記憶パターン s(p1,p2,p3)と第一概念パターン s(p1)、 第二概念パターン s(p1,p2)の二
種類の概念パターンが定義される。 まず、 荷重行列の固有値の分布を図5.25に示す。 図
5.25から 、 三層の相関を持つパターンを覚えた自己相関連想記憶では、 記憶空間の固有
値の分布が三段になることが分かる。 次に、 この荷重行列の固有ベクト ルと記憶パター
ンベクト ル、 および概念パターンベクト ルの内積を計算した結果を図5.26に示す。 これ
らの図から分かるよう に、 記憶パターンは主に上位P1 × P2 × P3個の固有値をもつ固有
空間 (記憶空間)で張られ、 第二概念パターンは主に上位P1 × P2個の固有値をもつ固有
ベクト ル群で張られ、 第一概念パターンは主に最も大きいP1個の固有値をもつ固有ベク
ト ル群で張られている。 このことから 、 線形変換のフローにおいて、 記憶パターンが上
流、 第二概念パターンが下流、 第一概念パターンが最下流に位置していることが分かる。
よって、 記憶パターン想起時における内部状態の絶対値の期待値

E[|u(p1,p2,p3)i |] = E[|
N
∑

j=1

wijs
(p1,p2,p3)
j |] (5.17)
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図 5.24: 超計量的 (ultrametric)階層的相関構造 (L = 3, P2 = P3 = 3)。
ノ ード が概念パターンに対応する。

第二概念パターン想起時における内部状態の絶対値の期待値

E[|u(p1,p2)i |] = E[|
N
∑

j=1

wijs
(p1,p2)
j |] (5.18)

第一概念パターン想起時における内部状態の絶対値の期待値

E[|u(p1)i |] = E[|
N
∑

j=1

wijs
(p1)
j |] (5.19)

の間には
E[|u(p1,p2,p3)i |] < E[|u(p1,p2)i |] < E[|u(p1)i |] (5.20)

の関係が成り 立っている。
このような幾何構造をもつ場合は、 前小節の議論と同様に、 ニューロウインド ウ法を用
いた選択的想起が可能になると予想される。 実際、 N = 1000, P1 = 10, P2 = 3, R = 0.49

の例において、 ウインド ウのパラメータ hを変化させ、 想起過程におけるオーバーラッ
プを数値実験により 求めた結果を図5.27に示す。 このよう に、 パラメータ hが小さい場
合は記憶パターンの想起が実現され、 パラメータ hを大きく すると第二概念パターンの
想起が、 更に hを大きく すると第一概念パターンの想起が実現されていることが分かる。
この想起過程における D関数と固有ベクト ル成分の変化を図 5.28、 図 5.29に示す。 こ
の図のよう に、 想起過程においては、 固有値の大きな固有ベクト ル成分が徐々に増加す
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図 5.25: 階層的相関のあるパターンを記憶した自己相関連想記憶におけ
る荷重行列の固有値の分布 (P1 = 5, P2 = 3, P3 = 3,R = 0.49, N = 300)。

るが、 値の小さな hを用いる場合は記憶パターンで状態遷移が停止し 、 hの値を大きく
していく と 、 第二概念パターンまで状態遷移が進み、 更に hを大きく すると第一概念パ
ターンまで状態遷移が進んでいく ことが分かる。
本小節で議論した階層的概念形成と選択的想起の簡単な例を図 5.30に示す。 このよ

う に、 ニューロウインド ウ法を用いることにより 、 多層の相関クラスターをなすパター
ンを記憶した場合、 パターンの分類の細かさを任意に変化させ想起を行う ことが可能と
なった。
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(b) 第二概念パターンベクト ルと固有ベクト ルの内積
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(c) 第一概念パターンベクト ルと固有ベクト ルの内積

図 5.26: 階層的相関パターンを記憶した荷重行列の固有空間における
記憶パターンと概念パターンの表現 (R = 0.49, P1 = 5, P2 = P3 = 3,
N = 300)。 概念パターンはより 大きい固有値を持つ固有ベクト ル成分を
多く 持つ。
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(a) 記憶パターンの想起 (h = 2.5)
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(c) 第一概念パターンの想起 (h = 5.0)

図 5.27: ニューロウインド ウ法による選択的想起過程におけるオーバー
ラップの変化 (N = 1000, P1 = P2 = P3 = 3, R = 0.49, λ = 1.0)。
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図 5.28: ニューロウインド ウ法による選択的想起過程における D関数
の変化 (N = 1000, P1 = P2 = P3 = 3, R = 0.49, λ = 1.0)。
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(c) 第一概念パターンの想起 (h = 5.0)

図 5.29: ニューロウインド ウ法による選択的想起過程における固有ベ
クト ル成分の変化 (N = 200, P1 = 1, P2 = P3 = 3, R = 0.49, λ = 0.9)。
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図 5.30: ニューロウインド ウ法による階層概念の選択的想起。
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5.2.4 ロッ シュのベーシッ クレベルの数理モデル

ニューロウインド ウ連想記憶は階層的概念形成を実現するニューラルネッ ト ワークモ
デルである。 この小節では、 ニューロウインド ウ法による階層概念の形成モデルを、 心
理学における概念形成に関する知見と対応させて議論を行う 。
人間の認識の特徴は似ているものどう しを一つのカテゴリ ーとして括ることである。

そのカテゴリ ーわけは、 ラフなものから細かいものまで臨機応変に使い分けられる。 そ
の認識形態に応じて、 記憶は図 5.31のよう な階層構造を持つことになる。 すなわち、 ラ
フなカテゴリ ーとしては生物や動物といった分類の器を用意し 、 細かく は犬、 猫などと
いう カテゴリ ーを使って認識を行う 。
この認識の階層性に関して、 心理学の立場から 、 ロッシュによってベーシックレベル

という考え方が提唱されている。 これは、 人間は日常の認識においては、 ベーシックレ
ベルと呼ばれる一定の階層レベルでの分類をデフォルト として用いているという知見で
ある。 例えば、 人間はスプーンを見たとき、 それを「 食器」 という一段高レベルでの分
類をして認識することも可能であるが、 通常は「 スプーン」 という分類レベルで認識す
る。 或は、 椅子を見たとき、 それを「 家具」 とラフに分類して認識することも可能であ
るし 、 或は「 背もたれ付き椅子」 という細かい分類で認識することも可能であるが、 通
常は「 椅子」 という カテゴリ ーを用いて認識する。 この通常用いられる分類レベルのこ
とをベーシックレベルと呼ぶ。 勿論、 このベーシックレベルは、 個人や文化によっても
異なる。 例えば、 昆虫の専門家ならば、 虫を見たとき、 その虫の種類まで遡った分類が
ベーシックレベルになるであろうが、 それ以外の人にとっては、 特に馴染みのある種以
外の虫は全て「 虫」 という カテゴリ ーを用いて認識されるであろう 。 或は、 日本語では
ベーシックレベルとなる「 牛」 は、 英語では、 “cow”, “ox”, “buffalo”など、 より 細かい
分類がベーシックレベルになる。 つまり 、 個人的に、 或は文化的により 興味や重要度の
高い対象に関しては細かい分類がベーシックレベルとなるわけである。
ここで注意しておく が、 この議論の枠組を連想記憶モデルと対応する場合、 記憶パター

ンとして想定しているのは、 視覚データのよう なローデータではなく 、 特徴抽出後の特
徴の集合をパターン化したものである。 特徴空間での相関構造を考えると 、 パターンの
相関の中心を概念として定義するのは自然な考え方である。
このベーシックレベルをニューロウインド ウ連想記憶モデルを使って解釈すると 、 次

のよう な説明をすることが可能である。 認識において、 ある分類レベルがベーシックレ
ベルになることは、 ニューロウインド ウの閾値 hにデフォルト 値が存在することに対応
する。 ここで、 パターンの記憶において、 パターンの提示頻度が多いものや、 より 重要
事項に関連するものは記憶が強化される（ 大きな学習定数を使って記憶される） としよ
う 。 この章の議論から 、 より 上位の概念、 及び大きな学習定数を使って記憶された概念
は線形フローの下流に位置することになる。 よって、 例えば二つの相関構造を持つクラ
スターのう ち、 一つがより 強固に記憶されているとすると 、 ある hのデフォルト 値に対
して、 強固に記憶されたクラスターではより 細かい分類のパターンがベーシックレベル
となり 、 一方、 通常のクラスターではラフな分類がベーシックレベルとなる（ 図 5.32）。
具体的に二種類の学習定数を使って二つの階層的相関を持つクラスターを記憶した場
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図 5.31: 階層的記憶の例。

strongly memorzed group

weakly memorized group

Lower Stream

Upper Stream

Basic Level

Stored Band

図 5.32: 二つの相関構造を持つクラスターが異なる学習係数で記憶さ
れた場合に構成される記憶空間の幾何構造。 hのデフォルト 値に対して、
強く 記憶されたクラスターではより細かい分類のパターンがベーシックレ
ベルとなり 、 弱く 記憶されたクラスターではラフな分類がベーシックレベ
ルとなる。
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図 5.33: 二つの相関構造 (R = 0.49, L = 3, P2 = P3 = 3, N = 1000)を
持つクラスターが異なる学習係数で記憶された場合の一定のパラメータ h
に対する想起過程。 強く 記憶されたパターンは記憶パターンが想起され、
弱く 記憶されたパターンは第二概念パターンが想起されている。 このよ
う に、 強く 記憶されたクラスターではより 細かい分類がなされることに
なる。

合について、 hを固定した想起を数値実験で行った結果を図 5.33に示す。 このよう に、
同じパラメータ hを用いても、 強く 記憶されたパターンはより 細かいカテゴリ ーレベル
で想起されていることが分かる。
以上のよう に、 ニューロウインド ウ法の枠組みでロッシュのベーシックレベルで報告

されている現象を再現できることが示された。 今後は、 ここで示したニューロウインド
ウに対応する回路網の存在が生理的に確認されることが期待される。
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5.3 相互相関連想記憶のニューロウインド ウ法
前節においては、 自己相関連想記憶を対象にニューロウインド ウ法による選択的想起
モデルを提案した。 この節では、 ニューロウインド ウ法を相互相関連想記憶に拡張する。
前節で述べた通り 、 ニューロウインド ウ法が適用できる例はいく つかあるが、 ここでは
相関のある系列を記憶した時の記憶系列と概念系列の選択的想起に的を絞って議論を行
う ことにする。
前章で述べた通り 、 系列を記憶する連想記憶とは

s(p)(0) → s(p)(1) → · · ·s(p)(Q−1) → s(p)(0)

という周期Qの系列 {s(p)(τ)}を記憶する連想記憶である。 相互相関連想記憶では、 記憶
行列は相互相関行列

wij =
1

N

P
∑

p=1

Q−1
∑

τ=0

s
(p)((τ+1)modQ)
i s

(p)(τ)
j (5.21)

で与えられる。 以下の議論においては、 このパターンの系列間に相関がある場合を考える。
相関のある系列は

s(p)(0) → s(p)(1) → · · ·s(p)(Q−1) → s(p)(0)

1

N
E[s(p)(τ) · s(q)(σ)] = ∆R(p, q)δτσ (5.22)

で定義される。 ここで、 p = (p1, · · · , pL), q = (q1, · · · , qL)であり 、 関数∆R(p, q)は

∆R(p, q) =















1, if p1 = q1, · · · , pL = qL
R(L−l), if p1 = q1, · · · , pl = ql, pl+1 6= ql+1

0, if p1 6= q1

(5.23)

で与えられる。 また、 δτσはKroneckerのデルタ関数である。 つまり 、 記憶系列が同じ τ

に関して図 5.24と同じの相関構造を持つ場合を考える。 この時、 記憶行列は

wij =
1

N

P1
∑

p1=1

· · ·
PL
∑

pL=1

Q−1
∑

τ=0

s
(p)((τ+1)modQ)
i s

(p)(τ)
j (5.24)

で与えられる。 ここで Nはニューロン数、 Plは相関の木構造における第 (l− 1)層のノ ー
ド 一つから出る枝の数 (P1は木の数)である。 このよう な相関構造をもつ記憶系列に対し
て、 概念系列 {s(p1,···,pl)(τ)}は

s
(p1,···,pl)(τ)
i = sgn

(

Pl+1
∑

pl+1=1

· · ·
PL
∑

pL=1

s
(p)(τ)
i

)

(5.25)

で定義される。 記憶系列と概念系列の例を図 5.34に示す。
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前章で述べた通り 、 相互相関連想記憶においては、 部分反転法を

xi(t+ 1) = sgn
(

N
∑

j=1

wij(xj − λφ(ũj(t))
)

(5.26)

ũj(t) =
N
∑

k=1

vjkxk (5.27)

φ(ũ) =















−1, if u < −h
0, if −h ≤ u < h

1, if h ≤ u

(5.28)

のよう に変形したダイナミ クスを用いることで、 部分反転法と同様に記憶容量を向上さ
せることができる。 ここで、 行列 V = [vij ]は

V =W TW (5.29)

である。 また、 この V はQが一定で小さい場合は

V = WQ (5.30)

でもよい。 よって、 この部分反転法のダイナミ クスにおいて関数 φ(u)の閾値 hを制御す
ることで相互相関連想記憶のニューロウインド ウ法、 すなわち記憶系列と概念系列の選
択的想起が実現できると予想される。
数値実験として、 二層の相関構造を持つ周期Q = 3の系列群を記憶したときの記憶系

列と概念系列への引き込みの様子を図5.35、 図 5.36に示す。 このよう に、 系列の想起に
おいてもニューロウインド ウによる選択的想起ができることが分かる。
前章で、 同周期の系列を相関学習で記憶した場合、 荷重行列の周期乗はほぼ対称行列

になると述べた。 この対称行列の固有空間でパターンがどのよう に表現されるかを示し
たものが図 5.37である。 この図から分かるよう に、 ここで得られた固有値の分布、 及び
記憶／概念系列のパターンと固有ベクト ルによる表現は、 自己相関連想記憶における固
有空間と似ている。 すなわち、 固有値分布は段差を示しており 、 概念系列中のパターン
は記憶空間の中でも大きい固有値を持つ固有ベクト ル群で主に表現されている。 このこ
とから 、 WQ(或はW TW )を用いたニューロウインド ウ法で選択的想起が実現するメカ
ニズムを自己相関連想記憶とのアナロジーで理解することができる。
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Memory Sequence 1

Memory Sequence 2

Memory Sequence 3

Concept Sequence
図 5.34: 記憶系列と概念系列の例。
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(a) 記憶系列の想起 (h = 1.0, λ = 0.5)
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(b) 概念系列の想起 (h = 10.0, λ = 0.5)

図 5.35: ニューロウインド ウ法（ WQ を使用） を用いた選択的想起過
程 (Q = 3, P1 = 5, P2 = 3, R = 0.49, N = 1000)。 τ = 0, 1, 2に対応する
全パターンとのオーバーラップを表示している。
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(a) 記憶系列の想起 (h = 1.0, λ = 0.5)
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(b) 概念系列の想起 (h = 10.0, λ = 0.5)

図 5.36: ニューロウインド ウ法（ WQ を使用） を用いた想起における
引き込みの様子 (Q = 3, P1 = 5, P2 = 3, R = 0.49, N = 1000)。 異なる
初期値に対する軌道とのオーバーラップの経時変化を表示している。
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(a) 固有値の分布
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(b) 記憶系列のパターンベクト ルと固有ベクト ルの内積
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(c)概念系列のパターンベクト ルと固有ベクト ルの内積

図 5.37: 荷重行列を周期乗した行列の対称成分の固有ベクト ルと記憶、
概念系列のパターンとの内積 (N = 200, Q = 3, P1 = 3, P2 = 3)。 概念系
列のパターンは記憶空間中で大きな固有値をもつ固有ベクト ル群の成分
をより 多く 持っている。
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5.4 (0, 1)出力系のニューロウインド ウ連想記憶
本章で述べてきたよう に、 記憶パターンに相関がある場合、 相関のクラスターをなす
パターンの平均パターンとして概念パターンを定義することができる。 ニューロンの出
力が (−1, 1)の二値をとる場合は、 部分反転法のパラメータを調節すること（ ニューロウ
インド ウ法） により 、 記憶パターンと概念パターンを選択的に想起できることを示した。
この節では、 (0, 1)の二値をとるニューラルネット ワークにおいて、 ニューロウインド ウ
法による選択的想起を試みる。

5.4.1 相関構造をもつ (0, 1)パターン

ここでは、 簡単のため以下のような相関構造をもつ (0, 1)パターンを記憶する場合を考
える。 各記憶パターンにおけるニューロンの発火率は aN（ N :ニューロン数） に固定す
る。 相関のクラスターが P1個あり 、 それぞれのクラスターは相互には無関係にランダム
に生成されるとする。 各クラスターは３ つの互いに相関のあるパターン s(p,1), s(p,2), s(p,3)

からなり 、 その相関は条件

#{i | s(p,1)i = s
(p,2)
i = s

(p,3)
i = 1} = bN (5.31)

#{i | s(p,1)i = s(p,2) = 1, s
(p,3)
i = 0} = cN (5.32)

#{i | s(p,2)i = s(p,3) = 1, s
(p,1)
i = 0} = cN (5.33)

#{i | s(p,3)i = s(p,1) = 1, s
(p,2)
i = 0} = cN (5.34)

#{i | s(p,1)i = 1, s
(p,2)
i = s

(p,3)
i = 0} = dN (5.35)

#{i | s(p,2)i = 1, s
(p,3)
i = s

(p,1)
i = 0} = dN (5.36)

#{i | s(p,3)i = 1, s
(p,1)
i + s

(p,2)
i = 0} = dN (5.37)

#{i | s(p,1)i = s
(p,2)
i = s

(p,3)
i = 0} = (1− b− 3c− 3d)N (5.38)

を満たすとする（ 図 5.38）。 ここで #は集合の要素数を表す。 この場合、 発火率 aは

a = b+ 2c+ d (5.39)

で与えられる。
このようなパターン群においては、 (−1, 1)出力型ニューラルネット ワークの概念パター
ンに対応する平均パターン（ 多数決パターン） s(p) = (s̄

(p)
1 , s̄

(p)
2 , · · · , s̄(p)N )T

s̄
(p)
i =







1, if
∑3
q=1 s

(p,q)
i ≥ 2

0, if
∑3
q=1 s

(p,q)
i ≤ 1

(5.40)
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pattern A

pattern Bpattern C bN
cNcN

cN
dN dN

dN

図 5.38: クラスターをなすパターンの相関構造。 ３ つの円は各パター
ンで興奮するニューロンの集合を表す。

が定義できる。 また、 その他に、 ここでは 1出力の持つ特殊性を考慮し 、 共通パターン
s̃(p) = (s̃

(p)
1 , s̃

(p)
2 , · · · , s̃(p)N )T

s̃
(p)
i =







1, if
∑3
q=1 s

(p,q)
i = 3

0, if
∑3
q=1 s

(p,q)
i ≤ 2

(5.41)

も考えることにする。

5.4.2 (0, 1)出力型ニューロウインド ウ法

この小節では、 前小節で定義したクラスターをなすパターンを相関学習で記憶した場
合に、 記憶パターン、 平均パターン、 共通パターンを選択的に想起する方法を提案する。
まず、 (0, 1)出力型のネット ワークで連想記憶を構成する一般的な方法を示す。 記憶行

列は、 相関学習、 コバリ アンス学習の二通り があるが、 ここではコバリ アンス学習

wij =
∑

p

∑

q

(s
(p,q)
i − a)(s

(p,q)
j − a) (5.42)

を用いる。 想起ダイナミ クスには、

xi(t + 1) = f(
N
∑

j=1

wijxj(t)− θi) (5.43)

f(u) =

{

1, if u > 0

0, if u ≤ 0
(5.44)
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を用いる。 閾値の設定法にも複数の方法あるが、 ここでは、 閾値を θi = θ̄(∀i)に固定す
るモデルと、 内部状態 uが高い上位M個のニューロンを発火させるモデルの二つを考え
る。 (0, 1)モデルでは、 単調ダイナミ クスでも、 閾値固定モデルでは閾値 θ̄、 発火率固定
モデルでは発火ニューロン数M の設定を変えることで想起の性質に変化を持たせること
ができる。
パターン間の相関が大きい場合、 閾値固定モデルでは、 平均パターンは想起しやすく 、
単調ニューロンの閾値を適切な値にとるだけで想起は可能である（ 図 5.39）。 しかし 、 閾
値 θ̄を調節しても共通パターンや記憶パターンの想起は実現できない。 また、 発火率固
定モデルでは、 M を小さく すると共通パターンが、 M を大きく すると平均パターンが
想起されるので、 M を調節することで共通パターンと平均パターンの選択的想起は可能
であるが、 記憶パターンの想起はできない。
ここで、 単調なダイナミ クスでは想起ができないパターンを想起するため、 (0, 1)出力
型の部分反転法

xi(t+ 1) = f
(

ui(t)− λ
N
∑

j=1

wijyj(t)− θi
)

(5.45)

yj(t) = f(
N
∑

k=1

wjkxk(t)− h) (5.46)

を考える。 (−1, 1)出力型ニューロウインド ウ法になぞらえて考えると 、 h を調節する
ことで、 記憶パターンと平均パターンの選択的想起が可能になると考えられる。 N =

1000, P1 = 25, a = 0.2, b = 0.08, c = 0.03, d = 0.06の場合について閾値固定モデルで部分
反転法を想起に用いた結果を図5.40に示す。 この図から 、 パラメータを適切に選ぶと記
憶パターンの想起も可能になることが分かる。 また、 図 5.41で示す通り 、 共通パターン
についても、 λ < 0の部分反転法で想起することができるので、 θ̄, h, λの調節により 記憶
パターン、 平均パターン、 共通パターンの全てを想起することが可能になる。 また、 発
火率固定モデルの場合も、 部分反転法において hを適切に選ぶとともに、 発火ニューロ
ン数M を想起したいパターンを構成するニューロン数に合わせると、 三種類のパターン
全てを選択的に想起することができる（ 実験結果は省略）。
このよう な選択的想起が実現されるメカニズムを 、 閾値固定モデルを例で考えると 、
次のような説明が成り立つ。 図 5.38のような相関構造をもつパターンをコバリ アンス学
習で記銘した場合、 例えば記憶パターンＡを入力すると 、 記憶パターンＡでは発火せず
記憶パターンＢ 、 Ｃ で発火するニューロン（ Ｂ Ｃ ニューロン） の内部状態が記憶パター
ンＡだけで発火するニューロン（ Ａニューロン。 以下他のニューロンも同様に命名） の
内部状態より も大きく なる。 このため、 単に閾値を調節するだけでは記憶パターンの想
起が不可能になっている。 部分反転法を用いると、 ＡＢ Ｃニューロンの出力が抑制され、
その結果Ｂ ＣニューロンとＡニューロンの内部状態の大きさの順序を逆転させることが
できるので、 閾値の調節により 記憶パターンの想起が可能になる。 一方、 共通パターン
を想起する場合は、 閾値を上昇させＡＢ Ｃニューロンのみを発火させよう とすると 、 他
のニューロンからの入力が無く なるので、 その結果ＡＢ Ｃニューロンの内部状態も低下
し 、 全ニューロンが非発火状態となる。 そこで、 部分反転法で λ < 0とし 、 内部状態が

106



ニューロウインド ウ法 5.4 (0, 1)出力系のニューロウインド ウ連想記憶

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 5 10 15 20

O
ve

rla
p

Time

図 5.39: 単調な想起過程における平均パターン （ 概念パターン） との
一致度の変化 (N = 1000, P1 = 25, a = 0.2, b = 0.8, c = 0.3, d = 0.6,
θ̄ = 0.1)。
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図 5.40: 部分反転法を用いた想起過程における記憶パターンとの一致度
の変化 (N = 1000, P1 = 25, a = 0.2, b = 0.8, c = 0.3, d = 0.6, θ̄ = 0.03,
λ = 0.6, h = 0.09)。

107



5.4 (0, 1)出力系のニューロウインド ウ連想記憶 ニューロウインド ウ法

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 5 10 15 20

O
ve

rla
p

Time

図 5.41: 部分反転法を用いた想起過程における共通パターンとの一致度
の変化 (N = 1000, P1 = 25, a = 0.2, b = 0.8, c = 0.3, d = 0.6, θ̄ = 0.03,
λ = 0.6, h = 0.09)。

高いニューロンの出力を増強すれば、 ＡＢ Ｃニューロンのみの発火状態を安定化するこ
とができるわけである。 ここで説明した内容は、 第６ 章で紹介する有限系解析を用いる
と 、 定量的に議論することが可能である。 有限系解析の実際の計算例は、 第７ 章の連続
時間ダイナミ クスの議論において掲載している。
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5.5 オート マト ンにおける冗長度低減モデル
本章のこれまでの議論では、 ニューロウインド ウ法をホップフィールド 型のネット ワー

クについて導入した。 ホップフィ ールド ネッ ト ワークでは外部入力は初期状態としての
み与えられるので、 その力学系は自励的である。 しかし 、 一般の神経回路網による情報
処理を議論する上では、 外部信号を受け取るニューロン層を考慮したシステムを考える
必要がある。 本節においては、 そのよう な外部入力層を含む層状のネッ ト ワークの例と
してニューロオート マト ンを取り 上げ、 ニューロウインド ウ法の原理を用いてどのよう
な情報処理が行えるかを検討する。

5.5.1 問題設定

まず、 この節で提案するモデルの背景にある具体的な問題意識を述べる。
入力層と内部層をもつニューラルネッ ト ワークを用意し 、 その二層間に相互想起型連

想記憶を埋め込めば、 図 5.42のよう に if-thenルールを記憶させることができる。 例え
ば、「 もし内部状態が Bの時に Aという入力が得られたら内部状態を Cにする」 という
ルールを覚えさせたければ、 入力層から内部層への結合に Bから Cへの相互相関、 内部
層内の結合に Aから Cへの相互相関を記憶すれば良い。
互いに関連のある if-thenルールが記憶されていく と 、 連想の系列が生成されていく 。

例えば、「 もし内部状態が Bの時に Aという入力が得られたら内部状態を Cにする」 と
いうルールと「 もし内部状態Cの時に Dという入力が得られたら内部状態を Eにする」
というルールが記憶されると 、 図 5.42のよう なルールの結合がなされる。
多く の if-thenルールを覚えたシステムは、 環境から入力を受けながら 、 ルールに従っ

て内部状態を次々変えていく 。 そのよう な環境下における経験の中で、 最初に学習した
ルールの中に冗長なものがあることが見つかるケースが考えられる。 例えば、 図 5.42の
例でいく と 、 内部状態が Cの時、 ほとんどの全てのケースで Dが入力が得られるとする
と 、 内部状態Aの時に Bが入力された段階で Cをとばして Eを連想する方が効率的であ
る。 実際、 人間の情報処理においてはこのような効率化がよく 見られる。 しかしながら 、
こう いった処理は従来の連想記憶の記憶法と想起法の組み合わせでは実現できない。
この節では、 そのよう な冗長なステップをとばすモード と 、 最初に覚えたルール通り

に想起するモード の切り 替えのできるシステムを 、 本章で導入したニューロウインド ウ
法の考え方を利用して実現する方法を紹介する。
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図 5.42: 連想系列の生成: (A) ルールの結合; (B) 冗長なステップの
省略。
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5.5.2 ネッ ト ワークの構造と初期学習

今、 入力層と内部層はそれぞれ N 個のニューロンから構成されており 、 外部からの入
力信号、 内部状態は、 それぞれN 次元のベクト ル x,yで表現されるとする。 ここでは、
情報の表現法としてスパースコーディング [5]を採用する。 すなわち、 ベクト ル x， yを、
M = aN(a ≪ 1)個の (+1)成分と (N −M)個の 0成分からなるベクト ルに制限する。 こ
れは、 各層におけるニューロンの発火率が一定に保たれることを意味する。
今、 ニューラルネッ ト ワーク型連想記憶に、 オート マト ンを学習させたいとする。 学

習させるオート マト ンは図 5.43のように、 一つの初期状態と、 いく つかの終状態がある。
そして、 複数の内部状態を周回するようなループはないとする。 以下に、 このようなオー
ト マト ンをニューラルネッ ト ワークで実現するためにはどのよう なシステムを組めば良
いかについて述べる。
ネッ ト ワークがオート マト ンとして働く ためには状態遷移が入力と内部状態の両方に

依存しなく てはならない。 これを実現する方法はいく つかあるが、 ここでは、 図 5.44の
よう に、 入力信号と内部状態の積を表現する中間層を用意し 、 そこからの入力

x̄ij = xiyj (5.47)

によって内部状態が遷移するようにネット ワークを組む方法を採用することにする。 この
ネット ワークに、 図 5.43のようなオート マト ンを記憶させるには、 中間層の第 jkニュー
ロンから内部層の第 iニューロンへの結合を

vijk =
c1
M2

∑

(ν,µ)∈A
(sµi − a)(r

(ν,µ)
j − a)(sνk − a) (5.48)

内部層の第 jニューロンから第 iニューロンへの結合を

wij =
c2
M2

∑

ν

(sνi − a)(sνj − a) (5.49)

とし 、 想起ダイナミ クスを

yi(t+ 1) = 1L(
N
∑

j=1

wijyj(t) +
N
∑

j=1

N
∑

k=1

vijkx̄jk(t)) (5.50)

1L(u) =

{

1, if u ≥ L

0, if u < L
(5.51)

とすればよい。 ここで、 (ν, µ) ∈ Aは、 学習するオート マト ンが状態 sν から状態 sµへ
直接のパスをもつことを示し 、 その状態遷移を促す入力を r(ν,µ) と記述している。 また、
内部ニューロン間の結合wijは、 記憶したパターンを安定化する結合である。 c1, c2は学
習定数で c1 > c2である。 今、 各パターンはM 個のニューロンの興奮パターンとして表
現されているので、 Lは興奮する細胞数を M に固定するように適応的に変化する閾値で
あるとする。 それによって、 パターンが一つだけ想起されることになる。
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図 5.43: 本節の議論でニューラルネッ ト ワークが学習するオート マト
ン。 初期状態からいく つかの分岐を経て終状態へと至る。 複数の状態を周
回するよう なループはないとする。
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図 5.44: オート マト ンを学習するネット ワークの構造。 入力と内部状態
のオンオフ状態を表現する N ×N 個の中間層ニューロンと内部層ニュー
ロン間に連想のための相関構造を埋め込む。

5.5.3 経験からの学習

どの状態が冗長であるかは、 環境、 すなわち入力信号の確率的性質によって決まるも
のである。 よって、 冗長な状態をとばして「 効率的」 な連想を行う には、 経験によって
環境の性質を学習していかなく てはならない。 この考えに基づいて、 次のよう な学習則
を提案する。
一試行間に、 システムは初期状態から出発し 、 外部入力を受けとり ながら 、 最終状態

に達するまで、 内部状態を変えていく とする。 そして、 各試行の状態遷移において、 ネッ
ト ワークは、 相関学習則 (Hebb則)に従って、 結合荷重を変化させていく よう にする。
ここで、 学習則としては、 内部層の第 kニューロンが興奮している時に入力層の第 j

ニューロンが興奮した場合、 その後で内部層の i番目のニューロンが興奮する条件つき
確率に荷重 vijkが比例するように学習する。 これは、 中間層の jk番目ニューロンが興奮
した後で内部層の第 iニューロンが興奮すれば結合 vijk を強め、 興奮しなければ結合を
弱めることで実現される。 この時、 結合荷重は、

vijk =
c1
M2

∑

(ν,µ′)∈B
P (µ′|ν, µ)(sµ′i − a)(r

(ν,µ)
j − a)(sνk − a) (5.52)

となる。 ここで、 (ν, µ′) ∈ Bはオート マト ンにおいて状態 sν の下流に状態 sµ
′

があるこ
とを示す。 また、 P (µ′|ν, µ)は、 状態 sν で入力 r(ν,µ)が入力されたという条件のもとで、
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図 5.45: 条件付き確率学習の簡単な例。

状態 sµ
′

がその後に経由される条件つき確率を表す。 このよう な学習則を条件付き確率
学習（ CP学習： Conditional Probability Learning） と呼ぶことにする。 この学習による
パターン間相関の記憶強度の構造を、 図 5.45に簡単な例を用いて示しておく 。
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5.5.4 想起過程

単調増加の閾値素子を用いた想起ダイナミ クスでは、 経験による学習をした後も、 得
られる想起の結果は同じである。 ここで我々が目標としているのは、 いつも同様の入力を
得るような冗長な状態は省略して想起することである (図 5.46)。 以下の議論では、 ニュー
ロウインド ウ法を応用することで、 経験からの学習結果を埋め込んだネッ ト ワークが系
列を効率的に想起できるよう になることを示す。
ある入力から状態を連想する時、 より 達成される確率の高い状態を表すニューロンほ

ど大きな入力を受け、 より 達成される確率が低い状態を表すニューロンはより 小さな入
力を受けることになる。 であるから 、 ニューロウインド ウ法のメカニズムを利用し 、 大
きい内部状態を持つニューロンを不活性化することができれば、 ある確率P 以上で達成
される状態を表現するニューロンの活性を抑えることが可能となる。 これによって、 確
率 P 以上で達成される状態を除いた中で最も実現確率の高い状態を想起するという こと
が可能である。 具体的には、 ニューロウインド ウの閾値 R（ 前節までの議論における h

に対応するパラメータ） を
R = (1− a)3c1P (5.53)

とし 、 想起ダイナミ クス
yi(t+ 1) = g(u1i (t), u

2
i (t)) (5.54)

u1i (t) =
N
∑

j=1

wijyj(t) +
N
∑

j=1

N
∑

k=1

vijkx̄jk(t) (5.55)

u2i (t) =
N
∑

j=1

vijkx̄jk(t) (5.56)

g(u1, u2) =















0, if u2 ≥ R

1, if u1 ≥ L, u2 < R

0, if u1 < L, u2 < R

(5.57)

を使用すればよいことになる。 ここで、 Lは興奮するニューロン数を M にするよう な閾
値である。 つまり 、 確率 P 以上で実現されるパターンは、 そのパターンを表すニューロ
ンの内部状態の平均が (1− a)3c1P 以上になるので、 そのようなニューロンを不安定化す
るわけである。 但し 、 このRの設定は、 スパースコーディ ングによる内部状態の分布の
偏り や、 記憶間の相関などより 多少揺らぐことになる。
また、 c1 > c2であることを考慮すると、 上のダイナミ クスを簡略化し、 想起ダイナミ

クス

yi(t+ 1) = f(
N
∑

j=1

wijyj(t) +
N
∑

j=1

N
∑

k=1

vijkx̄jk(t)) (5.58)

f(u) =















0, if u ≥ R

1, if R > u ≥ L

0, if u < L

(5.59)
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図 5.46: 冗長な状態をスキップする連想。 いつも同じ入力を受ける状
態は省略する。
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を用いても同じ結果が得られると期待される。
上のダイナミ クスは確率 P の大きい状態を不活性化しているが、 確率P が 1に近い状

態遷移は上で議論した冗長な状態遷移に対応し 、 このルールに従った状態遷移はここで
定義している状態遷移の効率化になっている。 但し 、 状態遷移の効率化のもう一つの定
義として、 ある確率P 以上で達成される状態の中で最も遠い（ P の小さい） 状態に行く
という定式化も考えられる。 この定義に基づいた状態遷移の効率化を実現するには、 閾
値 Lを先に (1− a)3c1P より 小さめに設定し 、 興奮するニューロン数を M 個に制約する
パラメータとして閾値Rを使えばよい。

5.5.5 実験

数値実験として、 システムに図 5.47に示したオート マト ンを、 上で述べてきた学習則
を用いて学習させた。 学習の結果得られたネッ ト ワークを用い、 パラメータ Rを変えて
想起を行った実験結果を図5.47に示す。 実験では学習係数を c1 = 3, c2 = 1とおいた。 ま
た、 ここでは、 内部層の初期状態を s1 とし 、 入力信号は 1単位時間だけ入力して、 内部
ダイナミ クスの収束後に得られた内部層の状態を実験結果として示してる。 更に、 Lは
発火ニューロンを M(= 10)に固定する可変閾値である。
実験結果から分かるに、 Rを小さく すると 、 ほとんどいつも同じ入力を受けるよう な

途中の状態をとばし 、 より 遠く の状態まで一度に遷移するよう になる。 これは、 ここで
定義している状態遷移の効率化が実現されていることを意味する。 また、 ノ イズの入っ
た入力をシステムに加えると 、 状態スキップをあまり しなく なるという結果も得られた。
これは、 内部ニューロンへの入力が小さく なることに起因している。 このよう に、 入力
が不確かな時は状態スキップをせず、 より 「 慎重」 になるという生物のシステムとして
は好ましい性質が自然な形で導入されている。
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(a) 数値実験で学習対象として用いたオート マト ンの構造

Memorized Internal State s1:

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − + − −

− − + − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − +

+ − − − − − + − − + + + − − − + − − − − − − − − +

Memorized Internal State s2:

− − − − − − − − + − − − − − − + − − − + − + + − −

− − − − + − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

− + + − − − − − − − − − − − − − + − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − + − − − − − − − − − − −

Memorized Internal State s4:

− − − − + − − − − − − − − − − + − − − − − − + − +

− − − − − − − − − − − − − − − + − − − − − − − − −

− − − − − − − − − + − − − − − + + − − − − − − − −

− − − − + − − − − − + − − − − − − − − − − − − − −

Memorized Internal State s8:

− − − − − − − − − − − − − − − − − − + − − + − − −

− − − − − + − − − − − − − − − − − − + + − − − − −

− + − − − − − − − − − − − − − − − − − + − − − − −

− − − − − − − − − − − − − + − − − − + − − + − − −

(b) 記憶パターン (M = 10, N = 100)
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Association from Input rA (0% noise)

R=4.0

− − − − − − − − + − − − − − − + − − − + − + + − −

− − − − + − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

− + + − − − − − − − − − − − − − + − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − + − − − − − − − − − − −

R=3.0

− − − − + − − − − − − − − − − + − − − − − − + − +

− − − − − − − − − − − − − − − + − − − − − − − − −

− − − − − − − − − + − − − − − + + − − − − − − − −

− − − − + − − − − − + − − − − − − − − − − − − − −

R=1.6

− − − − − − − − − − − − − − − − − − + − − + − − −

− − − − − + − − − − − − − − − − − − + + − − − − −

− + − − − − − − − − − − − − − − − − − + − − − − −

− − − − − − − − − − − − − + − − − − + − − + − − −

(c) Rを変えた時の想起パターン

Association from Input rA (20% noise)

R=3.0

− − − − − − − − + − − − − − − + − − − + − + + − −

− − − − + − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

− + + − − − − − − − − − − − − − + − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − + − − − − − − − − − − −

(d) ノ イズを含む入力に対する想起パターン

Association from Input rC (0% noise)

R=4.0

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − + − −

− − + − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − +

+ − − − − − + − − + + + − − − + − − − − − − − − +

(e) 記憶に関係の無い入力が与えられた時の想起パターン

図 5.47: 数値実験の結果: (a) 学習するオート マト ン ; (b) 記憶パター
ン ; (c) Rが小さい場合は途中の状態をとばしてより 先の状態が想起され
る ; (d) ノ イズを含む入力が与えられると 、 状態遷移の跳躍は小さく なる ;
(e) 記憶に関係ない入力に対しては状態は変化しない。
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図 5.48: 一般の想起ダイナミ クス。

5.5.6 考察

今まで提案されたほとんどの神経回路モデルにおいては、 個々のニューロンは他のニュー
ロンからの入力をう けとり 、 その荷重和が閾値以上であるかどうかで、 興奮するか否か
を決定する形式をとっている。 今、 j番目のニューロンから i番目のニューロンへの結合
荷重を wij とすると 、 個々のニューロンの数理的な表現は

xi(t+ 1) = 1L
(

∑

j

wijxj(t)
)

(5.60)

となる。 しかし 、 Hebb型の学習で相関情報がネット ワークに埋め込まれている場合、 式
(5.51)で表されるような活性関数では、 相関の強い情報しか取り出すことができない。 つ
まり 、 ネッ ト ワーク自体は相関の強度の順序も含めた情報が載っているのに、 それを十
分生かすことが出来なく なっている。 これを生かすには、 想起過程に工夫を設ける必要
がある。 その工夫の一つが、 ニューロンの活性関数を閾値型 (図 5.48)から窓型 (図 5.49)

にすることで、 ある範囲の相関の情報だけを取り 出すというニューロウインド ウ法のア
プローチであると言える。
本章で述べてきたニューロウインド ウ法は、 欲しい相関のピークをパラメータコント
ロールによって取り出すというものであった。 相関情報を有効に使うもう一つのアプロー
チとして考えられるのが、 相関のピークを動かすという方法である。 例えば、 マクロな
状態区分がいく つかあり 、 そのマクロな状態によって、 システムの状態遷移ルールを変
更したい場合を考える。 最も単純には、 そのマクロな状態だけ連想記憶システムを用意
するという方法もあるが、 マクロな状態の種類が非常に多い場合、 システムをそれだけ
別に用意するのは、 負担が大きく なり 効率が悪い。 そこで、 図 5.50のよう な結合による
ネッ ト ワークを考える。 このモデルでは、 ニューロン間の結合に分岐を設けている。 そ
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図 5.49: 一定の相関をもつパターンを選択的に想起するダイナミ クス。

して、 それぞれの枝が、 上層のニューロンによってオンオフ制御を受けている。 つまり 、
上層の k番目のニューロンの状態を x

(1)
k 、 下層の i番目のニューロンの状態を x

(2)
i 、 上層

の k番目のニューロンによる制御を受ける下層の j番目のニューロンから i番目のニュー
ロンへの結合を wkij としたとき、 この結合をもつネッ ト ワークのダイナミ クスを

x
(2)
i (t + 1) = f(

∑

k

∑

j

x
(1)
k wkijx

(2)
j (t)) (5.61)

で与える。 その結果、 マクロな情報を担う上層のニューロンが、 ミ クロな情報を担う下
層のニューロン間の情報処理を制御することができる。
ここで、 例えば、 入力がマクロな情報 r(mac) とミ クロな情報 r(mic)からなる時、 マク

ロな状況が r(mac)λで， ミ クロな情報として入力 r(mic)µが与えられた時は sν を連想しな
さいというルールをネッ ト ワークに覚えさせたければ、 図 5.51のよう な構造をもつネッ
ト ワークを用い、 結合荷重を

wkij =
∑

λ,µ,ν

r
(mac)λ
k sνi r

(mic)µ
j (5.62)

とすればよい。 このダイナミ クスでは、 マクロな状態によって、 相関のピークを動かし、
下層での連想性がコント ロールされる (図 5.52)。 この結合を用いれば、 マクロな状況に
よって、 状態遷移則を変えるオート マト ンが生成できる。 さらには、 図 5.53のよう な構
造を持ったネッ ト ワークを使えば、 オート マト ンを階層的に重ねていく こともできる。
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5.5 オート マト ンにおける冗長度低減モデル ニューロウインド ウ法

Neurons in the Top Layer

Bottom Layer

図 5.50: 上層ニューロンによる下層ニューロンの情報伝達の制御。 下
層のニューロン間の結合に枝分かれがあり 、 その枝を通した信号伝達のオ
ンオフを上層のニューロンが制御する。

Input Layer Inner State Layer

Macroscopic

Microscopic
Information

Information Controlling the Peak of Correlation

図 5.51: マクロな情報によって連想ルールを変えるネッ ト ワーク。 マ
クロな状態を表現するニューロンを上層ニューロンとし、 連想の制御を行
わせる。

122



ニューロウインド ウ法 5.5 オート マト ンにおける冗長度低減モデル

0
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f(u)
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selected signal

L

f(u)

pattern B

pattern Bpattern A

pattern A

Under Macroscopic State I

Under Macroscopic State II

図 5.52: マクロな状態によるネッ ト ワークの連想性の制御。 マクロな
状態の違いによって、 下層ニューロンの相関のピークが交換され、 異なっ
た連想を行う ことができる。
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5.6 まとめ ニューロウインド ウ法

Top Layer

Bottom Layer

Input Layer Inner State Layer

Controlling the Peak of Correlation

図 5.53: 階層的な情報処理を行うニューロオート マト ン。 マクロな状
態に過去の履歴によるオート マト ンの構造を埋め込むと、 階層的なオート
マト ンシステムを構成することができる。

5.6 まとめ
本章では、 連想記憶における選択的想起法としてニューロウインド ウ法を提案した。
ニューロウインド ウ法を用いることで、 学習係数の異なるグループの選択的想起、 階層
的相関構造を持つパターン群に対する記憶パターンと概念パターンの選択的想起等が実
現される。 また、 系列を記憶する相互相関連想記憶でも記憶軌道と平均軌道の選択的安
定化が実現できる。 更に、 ニューロウインド ウ法はニューロオート マト ンにおける状態
遷移の効率化にも有効に機能することを示した。
この章で議論した階層的な知識を埋め込んだ階層的情報処理は、 脳のシステムに良く
見られる現象であるから 、 そのよう な情報処理を担う構造として、 この章で述べたよう
なシステムの原理が実際の脳でも使われている可能性は十分あると考えられる。
最後に、 この章で述べた研究の今後の課題として、 次の三つを挙げておく 。 まず、 こ
こで提案したシステムをさらに拡張することで、 より 高度な情報処理を行う よう なシス
テムを模索することができると考えられる。 次に、 ここであげたシステムの工学的な分
野での実用性を検討してみるのも面白いであろう 。 最後に、 生理学的な立場から 、 ここ
で挙げたよう なシステムと実際の脳のシステムとの対応づけをしていく ことも、 脳の高
次機能の研究への足掛かり として、 一つの切り 口に成ると考える。
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第 6章 : 連想記憶の統計理論解析

前章において、 階層的相関をもつパターンを記憶した相関型連想記憶において、 ニュー
ロウインド ウ法を用いて記憶パターンと概念パターンを選択的想起するモデルを幾何学
的視点から提案した。 本研究では、 このモデルの性質を S/N解析の視点から検討する。
自己相関連想記憶 [8, 17, 22, 31]に関しては、 今までに数多く の理論解析が行われてい

る。 その中で、 安定点解析には、 レプリ カ法 [6, 7]や SCSNA[40]などの解析法が提案さ
れており 、 一方、 ダイナミ クスについては統計神経力学 [4]などの解析が行われている。
本章においては、 安定点解析に SCSNAを 、 力学解析に統計神経力学を用い、 ニュー

ロウインド ウ連想記憶の統計的理論を導く 。 まず、 第１ 節において、 S/N解析の基礎と
なる有限系の解析について述べる。 次に、 第２ 節では、 ニューロウインド ウ連想記憶の
SCSNA を求める。 第３ 節においては、 ニューロウインド ウ連想記憶の統計神経力学を
求めるための基本として部分反転法の統計神経力学を導く 。 最後に、 第４ 節において、
ニューロウインド ウ連想記憶の統計神経力学を求める。

6.1 ニューロウインド ウ連想記憶の有限系解析
ニューロン数N が無限大の極限であっても、 記憶パターン数が有限の場合には、 想起

ダイナミ クスを有限個の微分方程式に落とすことができる [26, 27, 39]。 この節では、 そ
の有限系の解析手法について述べる。
今、 記憶パターン数がM 個であるとする。 この時、 各ニューロンについて、 1番目の

パターンから M 番目のパターンまでで発火するかしないかを記述していく ことができ
る。 例えば、 M = 3の場合を考えると 、 あるニューロンは 1番目のパターンでは発火、 2

番目のパターンでは非発火、 3番目のパターンでは発火するならば、 そのニューロンに
(+−+)という ラベルを貼ることができる。 このラベルを全ニューロンに貼ることにする
と、 N個のニューロンは、 そのラベルの違いによって、 2M種類に分類することができる。
2M に分類されたニューロンのう ち、 同じ分類に属するニューロンは、 全パターンで同

じ発火パターンを示すので、 自己相関学習を行った結果得られる荷重は全く 同一になる。
であるから 、 同じ分類に属するニューロンは、 想起ダイナミ クスにおいて常に同じ発火
パターンを示すことになる。 よって、 各分類α(α = 1, 2, · · · , 2M)の出力状態 xαによって
系の状態遷移は表せることになる。
今、 グループ αのニューロン数を nα とする。 また、 記憶パターン spの各分類αでの

出力値を spα とする。 更に、 現状態 x(t)とパターン spの相関mを

mp(t) =
1

N

M
∑

p=1

sTx(t) (6.1)
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とする。 自己相関連想記憶の荷重行列W におけるグループ αとグループ β間の結合荷
重は

wαβ =
1

N

M
∑

p=1

spαs
p
β (6.2)

であるから 、 ニューロンの内部状態 uα(t)は

uα(t) =
∑

β

wαβnβxβ(t) (6.3)

=
∑

β

( 1

N

M
∑

p=1

spαs
p
βnβxβ(t)

)

(6.4)

=
1

N

M
∑

p=1

spα
∑

β

nβmβ (6.5)

で与えられる。
よって、 想起ダイナミ クスは

xα(t+ 1) = sgn
(

M
∑

p=1

spαmp(t)
)

(6.6)

mp(t) =
1

N

(

2M
∑

α=1

nαs
p
αxα(t)

)

(6.7)

で与えられることになる。
また、 部分反転法の場合は、

xα(t+ 1) = sgn
(

M
∑

p=1

spα(mp(t)− m̃p(t))
)

(6.8)

mp(t) =
1

N

(

2M
∑

α=1

nαs
p
αxα(t)

)

(6.9)

yα(t) = φ
(

M
∑

p=1

spαmp(t)
)

(6.10)

m̃p(t) =
1

N

(

2M
∑

α=1

nαs
p
αyα(t)

)

(6.11)

となる。 この有限系の式が、 統計解析のシグナル部分に対応し 、 以下の節で扱う議論の
基礎となる。
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連想記憶の統計理論解析 6.2 ニューロウインド ウ連想記憶の SCSNA

6.2 ニューロウインド ウ連想記憶のSCSNA

SCSNAとは self-consistent signal-to-noise analysisの略である [40]。 この方法は、 ニュー
ロンの内部状態のう ち、 想起するパターン由来の項 (シグナル項)とそれ以外の項 (ノ イ
ズ項)を分割し、 ノ イズ項に対して正規分布の仮定をおく ことで、 系の安定点の定量的評
価を行う ものである。 この節では、 前章で紹介したニューロウインド ウ法の SCSNAを
求め、 得られた理論値と実験値の比較を行って得られた SCSNAの妥当性を検証する。

6.2.1 SCSNA

ニューロウインド ウ法は、 前章で紹介したとおり 様々な情報処理に応用可能であるが、
ここではその中でも興味深い概念パターンと記憶パターンの選択的想起モデルを取り 扱
う 。 但し 、 多層の相関構造を持つ場合は解析が複雑になるので、 ここでは最も単純な相
関の階層構造が二層の場合について限定して議論を行う 。
階層構造を二層に限定することによる簡略化と 、 他の統計解析に関する論文との整合

性のため、 本章の以下の議論では前章からノ ーテーショ ンを以下のよう に多少変更する
ことにする。
記憶パターンを ξµで表し、 相関のある集合を A1, A2, · · · , AP で表すことにする。 各集

合ApはM 個の成分を持ち、 記憶パターン間の相関は

1

N
E[ξµ · ξν ] =















1, if µ = ν

r2, if µ 6= ν, ξµ ∈ Ap, ξ
ν ∈ Ap

0, if ξµ ∈ Ap, ξ
ν ∈ Aq, p 6= q

(6.12)

を満たすとする。 この時、 概念パターン ξ
p
は

ξ̄pi = sgn
(

∑

ξ
µ
∈Ap

ξµi
)

(6.13)

で定義される。 また、 荷重行列は

wij =
1

N

aMN
∑

µ=1

ξµi ξ
µ
j − aNMδij (6.14)

となる。 ニューロウインド ウ法の想起ダイナミ クスは

xi(t+ 1) = sgn
[

N
∑

j=1

wij
(

xj(t)− φ(
N
∑

k=1

wjkxk(t))
)]

(6.15)

φ(u) =















−λ, if u < −h
0, if −h ≤ u < h

λ, if h ≤ u

(6.16)
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の閾値 hを制御することになる。
このよう に定式化されたニューロウインド ウ連想記憶の SCSNAは

m(τ)
µ =

∫ ∞

−∞
Dz < ξµYτ (z) >ξµ (τ = 1, 2) (6.17)

qτρ =
∫ ∞

−∞
Dz < Yτ (z)Yρ(z) >ξµ (τ, ρ = 1, 2) (6.18)

Uτ =
1

στ

∫ ∞

−∞
Dzz < Yτ (z) >ξµ (τ = 1, 2) (6.19)

Y1(z) = φ
(

∑

Ap

ξνm(2)
ν + Γ11Y1(z) + (Γ12 − aM)Y2(z) + σ1z

)

(6.20)

Y2(z) = sgn
(

∑

Ap

ξν(m(2)
ν −m(1)

ν ) + (Γ21 + aM)Y1(z)

+(Γ22 − aM)Y2(z) + σ2z
)

(6.21)

H =

(

0 A

B C

)

(6.22)

Aij = U1δij + r2U1(1− δij) (6.23)

Bij = −U2δij − r2U2(1− δij) (6.24)

Cij = U2δij + r2U2(1− δij) (6.25)

K =

(

K(1,1) K(1,2)

K(2,1) K(2,2)

)

= (I −H)−1 (6.26)

V =

(

V (1,1) V (1,2)

V (2,1) V (2,2)

)

=

(

K(2,1) K(2,2)

K(2,1) −K(1,1) K(2,2) −K(1,2)

)

(6.27)

Γµν = a(TrV (µ,ν) + r2
M
∑

i=1

M
∑

j 6=i
V

(µ,ν)
ij ) (6.28)

σ2
τ =

2
∑

µ=1

2
∑

ν=1

[

aqµν
(

M
∑

i=1

M
∑

j=1

V
(τ,µ)
ij V

(τ,ν)
ij + r4

M
∑

i=1

M
∑

j=1

M
∑

k 6=i

M
∑

l 6=j
V

(τ,µ)
ij V

(τ,ν)
kl

+2r2
M
∑

i=1

M
∑

j=i

M
∑

k=1

V
(τ,µ)
ik V

(τ,ν)
jk

)]

(6.29)

Dz =
1√
2π

exp(
−z2
2

)dz (6.30)

と計算される (付録B)。 ここで、 ξµ ∈ Apであり 、 A,B,C,K(µ,ν), V (µ,ν)はM ×M 行列
である。
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6.2.2 理論値と実験結果の比較

この小節においては、 上で求めた SCSNAの平衡点を数値計算で求め、 シミ ュレーショ
ンの結果と比較する。 ニューロウインド ウ法においては、 記憶率a,相関 r,パラメータ h, λ

等、 多く の要素が絡むので、 本論文ではそれぞれのパラメータをふり ながら 、 SCSNAが
どの場合もシミ ュレーショ ンを説明できているかどうかを確認することにする。
前述したように、 ニューロウインド ウ法の計算機シミュレーションでは、部分反転法のパ

ラメータ hを制御することで、 記憶パターンと概念パターンを選択的に想起できることが
確認されている。 その様子が SCSNAでも見られるかどうかを調べるため、 r = 0.7,M = 3

の場合について、 記憶率を増やしていった時の系の安定点の変化を示す（ 図 6.1）。 図 6.1

のように、 部分反転法 (h = 1.6,λ = 0.8)を用いたときの平衡点と記憶パターンの相関は、
記憶率 aM = 0.135付近まではほぼ 1である。 しかし 、 それ以上のパターンを記憶させ
よう とすると 、 相関は急激に 0.7に落ち込む。 以下の議論で記憶容量を論じる時は、 こ
のmが 1から急激に遠ざかる点を記憶容量として定義する。 一方、 通常のダイナミ クス
(h = ∞)で概念パターンを想起する場合は、 平衡点と概念パターンの相関が 1で、 記憶
率を上昇させるとその相関は 1から徐々に遠ざかる。 つまり 、 記憶率がある程度のレベ
ルまでは、 hの値を操作することで平衡点を記憶パターンと概念パターンに選択的にス
イッチできることを示している。
選択的想起の様子を更に明示するため、 hを変化させた時の記憶パターンと概念パター

ンの記憶容量を調べた結果を図 6.2に示す。 このよう に、 シミ ュレーショ ンで得られた
とおり 、 hを小さく とると記憶パターンが安定化され、 hを大きく すると概念パターンが
安定化される様子が SCSNAでも再現されている。
また、 異なる相関 rにおける記憶パターンの容量を図 6.3に示す。 図 6.3から分かるよ

う に、 記憶パターンは rが小さい方が記憶容量が大きいが、 逆に概念パターンは rの小
さい方が記憶容量が大きいという シミ ュレーショ ンの結果が、 得られた SCSNAでも忠
実に再現されている。
最後に、 λの大きさを変えた時の系の変化を見る。 図 6.4から分かるとおり 、 ほぼ全て

の rに渡って λが小さい時の方が大きい記憶容量が実現できる。 この結果はシミ ュレー
ショ ンと SCSNAで一致している。 よって、 ニューロウインド ウ法においては小さいλの
方が好ましいと言える。 しかし 、 rが 0.9前後まで大きい時には小さい λでは選択的想起
が完全に不能になるが、 大きい λを用いると記憶容量は非常に小さいが理論上選択的想
起が実現される。 この事実はN = 1000程度のシミ ュレーショ ンではあまり に小さい記憶
容量を検出することはできなかったので、 SCSNAによって新たに得られた結果である。
以上のように、 得られた SCSNAの理論値はニューロウインド ウ連想記憶のシミ ュレー

ショ ンの結果をよく 説明していることが確認された。
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図 6.1: 記憶パターンと概念パターンの安定性 (r = 0.7, λ = 0.8,M =
3)。
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図 6.2: ニューロウインド ウ法で hを変化させた時の記憶パターンと概
念パターンの安定性 (記憶容量) (λ = 0.8,M = 3)。
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図 6.3: パターンの相関の違いによる記憶／概念パターンの記憶容量の
変化 (λ = 0.8,M = 3)。 パラメータ hは各相関での最適値を選んでいる。
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図 6.4: λの違いによる記憶容量の変化 (λ = 0.8,M = 3)。 パラメータ
hは各相関での最適値を選んでいる。 λが小さい方が概して記憶容量が高
いが、 相関 rが極めて大きいとは λが大きい時にのみ選択的想起が実現
できる。
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6.3 部分反転法の統計神経力学
部分反転法の理論的解析には、 既にいく つかの先行研究がある。 一般の非単調ニューロ
ンを用いたダイナミ クスの安定点解析としてはYoshizawaらの解析 [44]や Shiinoと Fukai

による SCSNA[41]などが行われている。 部分反転法の安定点解析についてもその SCSNA

が求められている [11]。 一方、 部分反転法のダイナミ クスに関しては、 Yanaiと Amariが
その第１ ステップの解析を行っている [43]。 この Yanaiと Amariが得た結果を漸化式の
形にすると 、 統計神経力学の１ 次近似モデルとなる。
この節ではこの統計神経力学の１ 次近似モデルを用いて想起ダイナミ クスを再現し 、
このモデルより得られる性質を実際のシミ ュレーショ ンの結果と比較する。 また、 Okada

により 確立された統計神経力学の高次近似 [35]の考え方を用い、 統計神経力学の２ 次近
似モデルを計算し、 １ 次近似、 ２ 次近似、 SCSNA、 シミ ュレーショ ンから得られる記憶
容量を比較検討する。

6.3.1 部分反転法の統計神経力学

部分反転法の統計神経力学（ １ 次近似） は

mt+1 =
∫

Dz < ξf1(ξmt + σtz + Γt) >ξ (6.31)

mt+2 =
∫

Dz < ξf0(ξ(mt −mt+1) + ρt+1z + Γt+1) >ξ (6.32)

Ut+1 =
1

σt

∫

Dzz < ξf1(ξmt + σtz + Γt) >ξ (6.33)

Ut+2 =
1

ρt+1

∫

Dzz < ξf0(ξ(mt −mt) + ρt+1z + Γt+1) >ξ (6.34)

St,t+1 = aQt,t+1 + Ut+1St,t (6.35)

St+1,t+1 = aQt+1,t+1 + (Ut+1)
2St,t + 2aUt+1Qt,t+1 (6.36)

St+2,t+2 = aQt+2,t+2 + (Ut+2)
2(St,t + St+1,t+1 − 2St,t+1)

+2aUt+2((1− Ut+1)Qt,t+2 −Qt+1,t+2) (6.37)

ρt+1 =
√

St,t + St+1,t+1 − 2St,t+1 (6.38)

σt+2,t+2 =
√

St+2,t+2 (6.39)

Qt,t+1 = mtmt+1 (6.40)

Qt,t+2 = mtmt+2 (6.41)

Qt+1,t+1 =
∫

Dz < f1(ξmt + σtz + Γt)
2 >ξ (6.42)

Qt+2,t+2 =
∫

Dz < f0(ξ(mt −mt+1) + ρt+1z + Γt+1)
2 >ξ (6.43)

Qt+1,t+2 =
∫

Dza

∫

Dzb

∫

Dzc < f1(ξmt + σt(σ
(α)
t za + σ

(β)
t zb) + Γt)

×f0(ξ(mt −mt+1) + sgn(Ct+1,t+2)ρt+1(σ
(α)
t za + σ

(β)
t zc)
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+Γt+1) >ξ (6.44)

Ct+1,t+2 = (1− Ut+1)St,t − aQt,t+1 (6.45)

σ
(α)
t =

√

√

√

√

|Ct+1,t+2|
σtρt+1

(6.46)

σ
(β)
t =

√

√

√

√1− |Ct+1,t+2|
σtρt+1

(6.47)

Dz =
1√
2π

exp(
−z2
2

)dz (6.48)

と求められる（ 付録C）。 ここで、 関数 f0, f1は、 それぞれ f0(u) = sgn(u), f1(u) = φ(u)

に対応する。 ノ イズの項の平均値Γを正確に求めるのは困難であるが、 xiに関して平均
をとると

Γt+1 = amtUt+1 + Ut+1Γt (6.49)

Γt+2 = a(mt −mt+1)Ut+2 + Ut+2(Γt − Γt+1) (6.50)

となる。 このモデルは１ 次近似ではあるが、 部分反転法の１ 単位ステップは２ ステップ
の時間発展を含むので、 近似の次数は通常のダイナミ クスの２ 次近似に対応することに
なる。
従来の統計神経力学では、 通常、 ノ イズの平均値Γは 0であると仮定されている。 SC-

SNAで得られる記憶パターン付近の安定点ではノ イズの平均値が 0になっていることか
ら 、 想起に成功する場合はこの仮定は妥当であるといえる。 Γを時間発展に組み込んだ
モデル [13]も検討されているが、 このモデルでは時間が進むに連れて Γが徐々に上昇し、
実際のシミ ュレーショ ンより 系が過剰に安定化されてしまう 。 その結果、 記憶容量を実
際より 高く 算出してしまう ことになる。
しかしながら 、 部分反転法の場合、 Γの取り 扱いについて安易に通常のダイナミ クス

の場合を踏襲するのは危険である。 なぜなら 、 SCSNAの安定点では、 aが大きい場合、
Γt+1が無視できない大きい値をもつからである。 一方、 Γt+2の方はあまり 大きな値を持
たない。 そこで、 以下の議論では、 Γt+2 = 0, Γt+1 = amtUt+1 を仮定したモデルを主に
考えることにする。

6.3.2 統計神経力学の想起過程

まず、 理論をシミ ュレーショ ンの結果と比較参照するため、 図 6.5にシミ ュレーショ ン
で特徴的な振る舞いを示す３ つの場合を示しておく 。 図 6.5(a)に示したように、 a = 0.20

の時は記憶パターン付近のパターンは完全に記憶パターンに引き込まれる。 図 6.5(b)の
a = 0.28では、 記憶パターン方向へ引き込みは起こるが、 完全に収束せずに記憶パター
ン付近で不規則に振動する。 図 6.5(c)の a = 0.36の場合は、 記憶パターンは完全に不安
定化されている。
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図 6.5: 部分反転法の想起ダイナミ クスのシミ ュレーショ ン (N = 1000,
h = 1.5, λ = 1.0)。
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図 6.6: 部分反転法の想起ダイナミ クスの統計神経力学１ 次近似モデル
(N = 1000, h = 1.5, λ = 1.0)。
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次に、 前節で求めた統計神経力学において、 Γt+2 = 0, Γt+1 = amtUt+1を仮定した１ 次
近似モデルの想起ダイナミ クスを図6.6に示す。 想起に成功する場合は実際のシミ ュレー
ショ ンに近い挙動が得られるが、 想起に失敗する場合は収束先と記憶パターンとのオー
バーラップが実際より も小さく なる。 これは統計神経力学一般に存在する問題である。
シミ ュレーショ ンで a = 0.28前後の時に現れる記憶パターン付近での不規則な振動は統
計神経力学では現われない。 統計神経力学のダイナミ クスは、 少数のマクロパラメータ
から構成されるため、 このよう な振動状態の表現はできない。
上で述べたよう に、 通常のダイナミ クスに関する統計神経力学では、 Γt+2 を考慮する
と過剰な安定化が起こり 、 記憶容量が高めに算出される。 しかし 、 部分反転法の場合は、
Γt+2を時間発展に取り入れても、 Γt+2は小さい値に留まるので、 ここで示した Γt+2を除
去したモデルで得られる記憶容量に近い値が得られる。

6.3.3 各理論モデルの記憶容量の比較

前節では統計神経力学の１ 次近似を考えたが、 このモデルで得られた記憶容量を、 シ
ミ ュレーショ ン、 SCSNA、 そして統計神経力学の２ 次近似 (計算結果略)と比較する（ 表
6.1）。
シミ ュレーションにおいては、 記憶パターンに収束する場合と記憶パターン付近で不規
則に振動する場合があるので、 明確な記憶容量は定義しにく いが、 a = 0.24前後で不規
則振動が増え始め、 a = 0.29前後でその記憶パターン付近の不規則振動も不安定になる。
SCSNAでは、 記憶容量は 0.24N と計算され、 シミ ュレーショ ンの記憶容量の下限程
度の値が得られる。 SCSNAは安定点解析であることを考えると 、 記憶パターンが安定点
となる限界の方が記憶容量として見積もられるのは妥当な結果である。
統計神経力学の場合、 Γt+1 を考慮しないモデルでは記憶容量が実際のシミ ュレーショ
ンより もかなり大きめに算出される。 上で述べた通り 、 部分反転法の SCSNAでは安定点
でも Γt+1は無視できない値を持つ。 記憶容量の不一致はこれを切り捨てることにより 生
じていると予想される。 実際、 ノ イズの平均値の項Γt+1 を考慮したモデルでは、 シミ ュ
レーショ ンに近い記憶容量が得られる。 記憶パターンの想起に成功する時の安定点では、
Γt+1 = amtUt+1は SCSNAの安定点における Γt+1の良い近似になっている。 また、 この
値はシミ ュレーショ ンにおいて Γt+1に相当する量とも良く 合致している。 よって、 少な
く とも記憶パターン付近においては、 Γt+1 = amtUt+1 を仮定したモデルの方が近似とし
て適当であるといえる。
Γt+1 を考慮した統計神経力学の場合、 １ 次近似では記憶容量が SCSNAより は大きめ
に計算され、 付録に挙げた２ 次近似では SCSNAに近い容量が得られる。 これは、 統計
神経力学の近似次数が高く なるほど SCSNAに近づく という理論的事実 [35]と合致して
いる。
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モデル 記憶容量
シミ ュレーショ ン 0.24-0.29

SCSNA 0.24

統計神経力学１ 次近似 (Γt+1 = 0) 0.38

統計神経力学１ 次近似 (Γt+1 6= 0) 0.28

統計神経力学２ 次近似 (Γt+1 = 0) 0.32

統計神経力学２ 次近似 (Γt+1 6= 0) 0.25

表 6.1: 部分反転法のシミ ュレーショ ンと各理論モデルの記憶容量の比
較 (h = 1.5,λ = 1.0)。

6.3.4 引き込み領域

統計神経力学の時間発展方程式を得ることで、 想起の引き込み領域を理論的に求める
ことが可能になる。 上で導出した統計神経力学の１ 次近似モデルの引き込み領域をシミ ュ
レーショ ンで得られた引き込み領域と比較したものを図 6.7に示す。 このよう に、 記憶
率 aが低い領域では統計神経力学の１ 次近似が精度の良い近似になっていることが分か
る。 しかし 、 aが大きいときは Γt+1 を考慮したモデルでは引き込み領域が小さく 算出さ
れ、 逆に Γt+1 を考慮しないモデルでは引き込み領域が大きめに算出される。 これは、 ノ
イズの平均項を全てのニューロンについて平均化した Γt+1 = amtUt+1の評価が、 記憶パ
ターン付近では良い近似となっているものの、 記憶パターンから離れたところでは、 近
似として不十分になっていることによると推測される。 図 6.7から 、 記憶パターンから
遠い場所では、 ノ イズの平均項の効果が 0と amtUt+1の中間程度になっていると考えら
れる。
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図 6.7: シミ ュレーショ ンと統計神経力学から得られた引き込み領域の
比較 (h = 1.5, λ = 1.0)： (a) シミ ュレーショ ン； (b) Γt+1 を考慮した統
計神経力学１ 次近似； (c) Γt+1 = 0と仮定した統計神経力学１ 次近似。

6.4 ニューロウインド ウの統計神経力学
この節では、 前節で議論した部分反転法の統計神経力学をもとに、 ニューロウインド
ウ法の統計神経力学を求める。
ニューロウインド ウ連想記憶は、 相関のあるパターンを記憶した系に対し部分反転法
を用いる。 そこで、 前節の部分反転法の統計神経力学と相関を持つパターンを記憶した
場合の統計神経力学 [36]に基づき、 ニューロウインド ウ連想記憶の統計神経力学を計算
すると 、

mµ
t+1 =

∫

Dz〈ξµf1(
∑

µ∈A1

ξµmµ
t + σtz + Γt)〉ξ (6.51)

mµ
t+2 =

∫

Dz〈ξµf0(
∑

µ∈A1

ξµ(mµ
t −mµ

t+1) + ρt+1z + Γt+1)〉ξ (6.52)

Ut+1 =
1

σt

∫

Dzz〈f1(
∑

µ∈A1

ξµmµ
t + σtz)〉ξ (6.53)

Ut+2 =
1

ρt+1

∫

Dzz〈f0(
∑

µ∈A1

ξµ(mµ
t −mµ

t+1) + ρt+1z)〉ξ (6.54)
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S
(κ)
t,t+1 = aλ2κQt,t+1 + λκUt+1S

(κ)
t,t (6.55)

St,t+1 =
∑

κ∈A
S
(κ)
t,t+1 (6.56)

S
(κ)
t+1,t+1 = aλ2κ(Qt+1,t+1 + 2λκUt+1Qt,t+1) + λ2κU

2
t+1S

(κ)
t,t (6.57)

St+1,t+1 =
∑

κ∈A
S
(κ)
t+1,t+1 (6.58)

S
(κ)
t+2,t+2 = aλ2κ(Qt+2,t+2 + λ2κU

2
t+2Qt+1,t+1 − 2λκUt+2Qt+1,t+2

+2λκUt+2(1− λκUt+1)Qt,t+2 − 2λ2κU
2
t+2(1− λκUt+1)Qt,t+1)

+λ2κU
2
t+2(1− λκUt+1)

2S
(κ)
t,t (6.59)

St+2,t+2 =
∑

κ∈A
S
(κ)
t+2,t+2 (6.60)

ρt+1 =
√

St,t + St+1,t+1 − 2St,t+1 (6.61)

Qt,t+1 = m1
tm

1
t+1 (6.62)

σt+2 =
√

St+2,t+2 (6.63)

Qt,t+2 = m1
tm

1
t+2 (6.64)

Qt+1,t+1 =
∫

dz〈f1(
∑

µ∈A1

ξµmµ
t + σtz)

2〉ξ (6.65)

Qt+2,t+2 =
∫

dz〈f0(
∑

µ∈A1

ξµ(mµ
t −mµ

t+1) + ρt+1z)
2〉ξ (6.66)

Qt+1,t+2 =
∫

dza

∫

dzb

∫

dzc〈f1(
∑

µ∈A1

ξµmµ
t + σt(σ

(α)
t za + σ

(β)
t zb)

+Γt)× f0(
∑

µ∈A1

ξµ(mµ
t −mµ

t+1)

+sgn(Ct,t+1)ρt+1(σ
(α)
t za + σ

(β)
t zc) + Γt+1)〉ξ (6.67)

C
(κ)
t,t+1 = aλ2κ(1− λκUt+1)Q

(κ)
t,t+1 + λκUt+1St,t (6.68)

Ct,t+1 =
∑

κ∈A
C

(κ)
t,t+1 (6.69)

σ
(α)
t =

√

√

√

√

|Ct,t+1|
σtρt+1

(6.70)

σ
(β)
t =

√

√

√

√1− |Ct,t+1|
σtρt+1

(6.71)

Dz =
1√
2π

exp(
−z2
2

)dz (6.72)

という漸化式が得られる (付録D)。 ここで、 今着目するパターンを ξ1、 それと相関のあ
るパターン群（ ξ1も含む） を ξµ(µ ∈ A1)とし 、 それらと xの相関を mµ としている。 更
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に、 λκ(κ ∈ A)は、

kij =

{

1, if i = j

r2, if i 6= j
(6.73)

を満たすM ×M 行列K = [kij ]の固有値である。
以上で得られたニューロウインド ウ連想記憶の統計神経力学を使って、 数値実験の結
果が理論的に再現されるかどうかを以下の議論で検証する。
まず、 ニューロウインド ウ連想記憶の特徴は、 パラメータ hを変化させて記憶パター
ンと概念パターンを選択的想起する点にあるので、 アト ラクタが移動する様子を捉える
ことにする。 図 6.8に統計神経力学で異なる hを使った想起過程のオーバーラップの変
化を求めた結果を示す (a = 0.03,M = 3, r = 0.7, λ = 0.8)。 このよう に、 得られた理論
によって、 h = 1.6で記憶パターンに引き込まれ、 h = 2.4で概念パターンに引き込まれ
る様子が再現されており 、 想起までに必要な時間等についてもシミ ュレーショ ンと一致
した特徴が得られている。
次に、 ニューロウインド ウ連想記憶の統計神経力学で新たに得られた引き込み領域
の理論値を示す。 図 6.9 と図 6.10はそれぞれ、 記憶パターンを安定化するパラメ ータ
(h = 1.6, λ = 0.8)を使った時と概念パターンを安定化するパラメータ (h = 2.4, λ = 0.8)

を使った時の記憶／概念パターンの安定性と引き込み領域の実験値と理論値を比較した結
果である (M = 3, r = 0.6と M = 3, r = 0.7)。 ここで、 前節で述べた通り 、 部分反転法の
統計神経力学では、 記憶の安定性を調べる場合はノ イズの平均項Γを一部考慮すると良い
近似になるので、 ここでも安定性の議論では前節で使った近似 (Γt = 0,Γt+1 = amtUt+1)

を用いている。 引き込み領域については、 実験値は Γt+1を考慮する理論値と Γt+1 = 0と
する理論値の中間に位置し、 特に記憶率 aが大きい場合は Γt+1 を考慮するモデルは引き
込み領域を狭く 見積もるという結果が部分反転法の統計神経力学で得られている。 そこ
で、 引き込み領域の理論値については、 Γを考慮するモデルと無視するモデルの両モデ
ルの理論値を示している。 図 6.9、 図 6.10から分かるよう に、 安定性の理論値は実験結
果を良く 説明している。 また、 引き込み領域についても、 部分反転法の統計神経力学で
得られた結果と同様の結果が得られている。
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(A) 記憶パターンの想起過程（ h = 1.6, λ = 0.8）
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(B) 概念パターンの想起過程（ h = 2.4, λ = 0.8）

図 6.8: 記憶／概念パターンの想起過程（ a = 0.03, M = 3 ,r = 0.7）。
小さい hでは記憶パターンへの引き込みが起こり 、 大きい hでは概念パ
ターンへの引き込みが起こる。
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図 6.9: M = 3, r = 0.6 における記憶パターンと概念パターンの収束
先（ 安定性） と引き込み領域の理論値と実験結果： (a) 安定性の実験値；
(b) 引き込み領域の実験値； (c) 安定性の理論値 (Γ考慮)； (d) 引き込み
領域の理論値 (Γ考慮)； (e) 引き込み領域の理論値 (Γ無視)。
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図 6.10: M = 3, r = 0.7における記憶パターンと概念パターンの収束
先（ 安定性） と引き込み領域の理論値と実験結果： (a) 安定性の実験値；
(b) 引き込み領域の実験値； (c) 安定性の理論値 (Γ考慮)； (d) 引き込み
領域の理論値 (Γ考慮)； (e) 引き込み領域の理論値 (Γ無視)。
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6.5 まとめ 連想記憶の統計理論解析

6.5 まとめ
本章では、 ニューロウインド ウ法について統計手法を用いた解析を行った。 そこで得
られた理論値と実験値の比較を行った。 得られた理論はニューロウインド ウ法の選択的
想起におけるパラメータの境界値や記憶容量等の定量値を与えることに成功した。
本章では、 最も簡単な二段の相関を持つパターン群を記憶した系でニューロウインド
ウ法による選択的想起を行う場合について議論を行った。 しかし 、 前章で述べた通り 、
ニューロウインド ウ法には他にも様々な応用がある。 今後はそれらの応用モデルについ
ての定量的な解析を進める必要がある。 また、 ニューロウインド ウ連想記憶に限らず、 ラ
ンダムパターンにおける相関が産み出す固有値の分布を考慮した、 記憶パターンと偽記
憶パターンの想起についての考察なども今後の課題として挙げられる。
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第 7章 : 連続時間ダイナミクス

前章までは、 離散時間ダイナミ クスを持つ系に対象を限って議論を展開してきた。 本
章は、 連続時間ダイナミ クスを持つ系を考え、 その性質について議論を行う 。 まず、 第１
節で連続時間ニューロダイナミ クスを定式化する。 次に、 第２ 節において、 対称な結合
荷重を持つ連続時間系自己連想記憶を取り 上げ、 連続時間ニューロダイナミ クスの性質
を調べる。 更に、 第５ 章で導入したニューロウインド ウ法を連続時間系に拡張する。 第
３ 節では、 連続時間系相互相関連想記憶を取り 上げ、 系の解析とニューロウインド ウ法
の応用を行う 。 第４ 節では、 荷重行列の非対称性が強いランダムネッ ト ワークを取り 上
げ、 連続時間系において非対称荷重が作り 出す力学系を解析する。

7.1 連続時間ニューロダイナミクス
第２ 章で述べた通り 、 連続時間型ニューラルネッ ト ワークにおけるダイナミ クスは

τ
dui
dt

= −ui +
N
∑

j=1

wijxj (7.1)

xj = f(uj) (7.2)

で与えられる。
離散時間ダイナミ クスにおいては、 荷重行列W = [wij]が対称行列の場合、 エネルギー

関数は

E(x(t)) = −1

2
xT (t+ 1)Wx(t) (7.3)

で与えられる（ 第３ 章参照）。 また、 Ｄ関数

D(x(t)) = xT (t)W TWx(t) (7.4)

が想起過程においてほぼ単調に増加する（ 但し 、 非線形の効果で減少することもある）
ことから 、 −D(x(t))がエネルギー関数に近い性質を持つ。 W TW の二次形式が増加する
ことは、 状態ベクト ル xを構成するベクト ル成分のうち、 行列W TW の大きい固有値を
もつ固有ベクト ル成分が増えていく ことを意味し 、 それはW の絶対値の大きい固有値
をもつ固有ベクト ル成分が増加することに対応している。
一方、 連続時間型ダイナミ クスについては既に多く の研究がされており [18]、 荷重行

列が対称の場合、 エネルギー関数は

E(x(t)) = −1

2
xT (t)Wx(t) (7.5)
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7.2 連続時間自己連想記憶 連続時間ダイナミ クス

で与えられることが知られている。 このエネルギーが単調減少であるので、 W の二次形
式 xTWxは単調増加となる。 W の二次形式が増加することは、 状態ベクト ル xを構成
するベクト ル成分のう ち、 W の正の大きい固有値をもつ固有ベクト ル成分が増えてい
く ことを意味している。 これが離散時間ダイナミ クスとの特徴的違いの一つである。
上の連続時間ダイナミ クスは微分方程式で与えられるが、 実際にディ ジタル計算機で
シミ ュレーショ ンをする場合は差分方程式

ui(t + τ∆) = (1−∆)ui(t) + ∆
N
∑

j=1

wijxj(t) (7.6)

に変換して計算を行う ことになる。 ここで、 ∆は 1
τ
dtに相当する。 この離散化法はオイ

ラー差分を使った最も単純な方法で、 連続時間ダイナミ クスをより 正確に近似するには
ルンゲ-クッタ法等を適用すべきであるが、 ここでは、 離散時間モデルとの理論的対比を
容易にするため、 オイラー法を前提に議論を進める。

7.2 連続時間自己連想記憶
この節においては、 前節で述べた連続時間ニューロダイナミ クスを用いた自己相関連想
記憶について議論を行う 。 まず、 7.2.1で連続時間自己相関連想記憶の一般的性質につい
て述べる。 次に、 7.2.2で連続時間自己相関連想記憶にニューロウインド ウ法を導入する。
最後に、 7.2.3で連続時間系に対して有限系解析を適用し 、 離散時間系との比較を行う 。

7.2.1 連続時間自己相関連想記憶

連続時間自己相関連想記憶においては、 荷重行列は離散時間の場合と同じものを用い
る。 そして、 想起ダイナミ クスとして前節で定義した連続時間ダイナミ クスを考える。
連続時間ダイナミ クスを用いた場合の想起の様子 (記憶率 a = 0.1, a = 0.2)を図 7.1に示
す。 但し 、 ここで、 各ニューロンの内部状態の初期値 ui(0)は

ui(0) = xi(0) (7.7)

で与えている。 この図から 、 連続時間モデルにおいても、 記憶パターンの想起（ 図 7.1

(a)）、 記憶容量超過時の偽記憶 (図 7.1 (b)） といった離散時間モデルと同様の挙動が現
れることが分かる。 また、 状態遷移の様子を幾何的に見るため、 固有ベクト ル成分の変
化を計算した結果を図 7.2に示す。 このよう に、 記憶容量を超えてパターンを記憶した
時に生じる偽記憶は、 ここでも大きな固有値を持つ固有ベクト ル方向に存在しているこ
とが分かる。
連続時間ニューロダイナミ クスにおいて、 非単調ニューロン (図 7.3)を用いたダイナ
ミ クス

τ
dui
dt

= −ui +
N
∑

j=1

wijxj (7.8)
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連続時間ダイナミ クス 7.2 連続時間自己連想記憶

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 5 10 15 20

O
ve

rla
p

Time

(a) a = 0.1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 5 10 15 20

O
ve

rla
p

Time

(b) a = 0.2

図 7.1: 連続時間自己相関連想記憶の想起過程におけるオーバーラップ
の変化 (N = 500, τ = 1,∆ = 0.1)。
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図 7.2: 連続時間自己相関連想記憶の想起過程における固有ベクト ル成
分の変化 (N = 200, τ = 1,∆ = 0.1,m(0) = 0.5)。
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u
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図 7.3: 連続時間モデルにおける非単調ニューロンの活性関数 f(u)。

xj = f(uj) (7.9)

f(u) =



























1, if u < −h
−1, if −h ≤ u < 0

1, if 0 ≤ u < h

−1, if h ≤ u

(7.10)

が自己相関連想記憶の記憶容量を増大させることが知られている [29]。 但し 、 ここで系
の観測に関しては通常使われる符号関数のニューロンを用い、 yj = sgn(uj)で得られる
状態ベクト ル y を想起パターンとする。 つまり 、 オーバーラップは

mp =
1

N

N
∑

i=1

sgn(ui)s
p
i (7.11)

で定義している。 このダイナミ クスでは、 内部状態が大きいニューロンの出力が反転さ
れるので、 部分反転法と同様に絶対値の大きい固有値を持つ固有ベクト ル方向への流れ
を抑える効果が現れる。 その結果、 偽記憶への状態遷移は抑えられ、 記憶パターンが安
定化される。 よって、 非単調ニューロンとしては、 内部状態が大きいニューロンの出力が
弱められるよう な関数であれば、 上記に挙げた関数に限らず記憶容量増大に有効に働く 。
実際、 非単調ニューロンを用いて想起を行った場合のオーバーラップと固有ベクト ル

成分の変化を図 7.4と図 7.5に示す。 この様に、 非単調ニューロンによって、 単調ニュー
ロンでは想起が不可能な記憶率でも、 記憶パターンが想起されていることが分かる。 非
単調ニューロンを使った連続時間モデルでは、 離散時間モデルの部分反転法に比べ記憶
容量の増大幅が大きく 、 パラメータを適切に選ぶと 0.4N 程度の記憶容量が達成できる
ことが知られている [29, 44]。
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図 7.4: 非単調ニューロンを使った連続時間自己相関連想記憶の想起過
程におけるオーバーラップの変化 (a = 0.2, N = 500, h = 1.2, τ = 1,∆ =
0.1)。
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図 7.5: 非単調ニューロンを使った連続時間自己相関連想記憶の想起
過程における固有ベクト ル成分の変化 (a = 0.2, N = 500, h = 1.2, τ =
1,∆ = 0.1,m(0) = 0.5)。
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連続時間ダイナミ クス 7.2 連続時間自己連想記憶

7.2.2 連続時間ニューロウインド ウ法

前小節で述べた通り 、 連続時間ダイナミ クスにおいては、 非単調ニューロンによって
大きい固有値を持つ固有ベクト ル方向への状態遷移が抑えられる。 このことから 、 この
非単調ニューロンのパラメータ hを調節し 、 窓の大きさを制御することで、 連続時間ダ
イナミ クスにおけるニューロウインド ウ法が実現できると期待される。
そこで、 第５ 章で論じた階層的相関構造

1

N
E[s(p1,p2,···,pL)·s(q1,q2,···,qL)] =















1, if p1 = q1, · · · , pL = qL
RL−l, if p1 = q1, · · · , pl = ql, pl+1 6= ql+1 (1 ≤ l ≤ L− 1)

0, if p1 6= q1
(7.12)

を持つ記憶パターン s(p1,p2,···,pL)を考え、 それらの自己相関を記憶した荷重行列を持つネッ
ト ワークに対し、 連続時間ニューロウインド ウ法の適用を試みた。 図 7.6に、 第５ 章でも
例題として扱った L = 3, P2 = P3 = 3, R = 0.49のケースについて、 非単調ニューロンの
パラメータ hを変化させて想起した時の結果を示す。 この図に示されている通り 、 連続
時間モデルにおいても、 非単調ニューロンの窓の大きさを調節することで、 記憶パター
ンや各階層の概念パターンが選択的に安定化できることが分かる。
更に、 第二概念パターンが安定化されるようにパラメータを設定した時に、 記憶パター

ンに近いパターンから想起を始めた場合の想起過程を図 7.7に示す。 図のよう に、 連続
時間モデルでは、 上位の概念パターンを想起する途中に記憶パターン付近に一時停留し、
その後概念パターンへと引き込まれる現象が見られる。 これは、 離散時間モデルにはな
い特徴的な現象である。
以上の数値実験から 、 連続時間ニューロウインド ウ法と離散時間ニューロウインド ウ

法の相違点として、 連続時間モデルでは記憶パターンの引き込み領域が大きいこと 、 及
び上位の概念パターンの想起において記憶や下位の概念の一時的想起状態を経由するこ
とが分かった。 この相違が発生するメカニズムを調べるため、 連続時間モデルと離散時
間モデルの想起過程をＤ関数を用いて比較検討することにする。
まず、 記憶パターンへの引き込みの過程について調べる（ 図 7.8）。 離散時間モデルで

は、 初期値が記憶パターンから離れている場合は、 上位の概念パターンへと引き込まれ
ていく 。 この過程におけるＤ関数の変化を見ると 、 時刻 t = 1で D(x)の値が大きく 跳
ね上がっている。 このことは、 想起の第一ステップで、 状態が既に上位の概念パターン
が分布する下流まで流されてしまっていることを意味する。 連続時間モデルにおいては、
状態遷移がゆっく り と進むため、 初期値が記憶パターンから離れていても、 途中で記憶
パターンの分布するバンド を経由する。 そのため、 記憶パターンのバンド を横切る時に、
記憶パターンへの引き込みが可能となり 、 それが記憶パターンの引き込み領域が拡大に
つながっている。
次に、 第二概念パターンを安定化した時の、 記憶パターン付近からの想起について、 D

関数の変化をモニターする（ 図 7.9）。 ここでも、 離散時間モデルにおいては、 想起の第
一ステップで上位の概念パターンの分布するバンド まで一気に流される。 ところが、 連
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(a) 記憶パターンとのオーバーラップの変化 (h = 0.5)
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(b) 第二概念パターンとのオーバーラップの変化 (h = 1.5)
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(c) 第一概念パターンとのオーバーラップの変化 (単調ニューロン： h = ∞)

図 7.6: 連続時間モデルにおける階層概念の選択的想起 (N = 1000, L =
3, Q1 = 5, Q2 = Q3 = 3, R = 0.49)。
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(a) 離散時間モデル (h = 2.9, λ = 1.0)
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(b) 連続時間モデル (h = 1.5)

図 7.7: 第二概念パターンを安定化させた時の記憶パターンに近いパ
ターンからの想起過程における記憶パターンとのオーバーラップの変化
(N = 1000, L = 3, Q1 = 5, Q2 = Q3 = 3, R = 0.49)。
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図 7.8: 記憶パターンを安定化させた時の想起過程における D関数の
値の変化 (N = 1000, L = 3, Q1 = 5, Q2 = Q3 = 3, R = 0.49)。
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(b) 連続時間モデル (h = 1.5)

図 7.9: 第二概念パターンを安定化させた時の記憶パターンに近いパ
ターンからの想起過程における D関数の値の変化 (N = 1000, L = 3,
Q1 = 5, Q2 = Q3 = 3, R = 0.49)。
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図 7.10: γ を変えたときの記憶／概念パターンのエネルギー。 γ を増
やすと、 最小エネルギー状態が、 第一概念パターンから 、 第二概念パター
ン、 記憶パターンへと変化していく ことが分かる。

続時間モデルにおいては、 状態遷移が緩やかに進むため、 記憶パターンの分布するバン
ド にたどり 着いた時、 一度記憶パターンの近く で一度停留し 、 その後、 状態はより 下流
へと流れていく ことになる。 これが、 記憶パターンに一旦想起した後、 概念パターンを
想起するよう に見える原因である。
尚、 非単調ニューロンを用いた連続時間モデルが部分反転法より も大きい記憶容量を
持つことから類推される通り 、 ニューロウインド ウ法においても、 記憶パターン、 概念
パターンとも連続時間モデルは離散時間モデルより も記憶容量が大きく 、 選択的想起が
可能な条件の範囲が広い。
また、 離散時間モデルの部分反転法の時と同様に連続時間モデルにおいても、 非単調
ニューロンを用いる代わり に荷重行列を

W = W − γW 2 (7.13)

と変更することでニューロウインド ウ連想記憶を実現することができる。 このことは、
エネルギーの概念を用いて以下のよう に説明することが可能である。
本小節の議論で例題として用いた L = 3, P2 = P3 = 3, R = 0.49の場合について、 γ を
変化させたときに得られる記憶パターンと概念パターンのエネルギー

E(x) = xT (W − γW 2)x (7.14)

を比較すると図 7.10のよう にある。 このよう に、 γ を大きく すると 、 より 下位の概念が
低エネルギー状態になるので、 γ を調節することで系の安定点を選択できることが分か
る。 その結果、 各階層の記憶／概念パターンの選択的想起が実現されるのである。
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7.2.3 有限系の解析

この小節では、 連続時間モデルに対して、 第６ 章で述べた有限系解析を行い、 非単調
ニューロンが選択的想起を可能にするメカニズムを追う 。
ここでは、 議論を簡単にするため、 相関構造が最も単純な例として、 親パターン s0 と

相関 r を持つ子パターン s1, s2, s3の３ パターンだけを記憶した場合について解析する。
以下、 親パターンと同じ発火状態のニューロンを (+)状態、 反対の発火状態のニューロ
ンを (−)状態と記す。
第６ 章で述べた通り 、 全ニューロンは各記憶パターンでとる値によって分類すること

ができる。 例えば、 パターン s1, s2, s3全てで (+)状態のニューロンを (+++)型、 パター
ン s1, s2で (+)状態、 s3で (−)状態となるニューロンを (++−)型という よう に分類する
ことにする。 この分類法では、 ３ つのパターンを記憶する場合は、 23 = 8種類のニュー
ロン群に分類される（ 図 7.11）。 この８ つのニューロン群に α = 1から 8までの番号をふ
り 、 α番目のグループでの記憶パターン spのとる値を spα、 ニューロンの内部状態を uα、
出力を xα と表記する。 また、 グループ αのニューロンの数を nα とする。 この各 nαの
値がパターン間の相関構造を決定する。
親パターンと子パターンの相関が rの場合、 子パターンどう しの相関は R = r2であ

る。 また、 各グループに属するニューロン数 nαは、 q = 1
2
(1 + r)とすると

n(+++) = q3 (7.15)

n(++−) = q2(1− q) (7.16)

n(+−+) = q2(1− q) (7.17)

n(−++) = q2(1− q) (7.18)

n(+−−) = q(1− q)2 (7.19)

n(−+−) = q(1− q)2 (7.20)

n(−−+) = q(1− q)2 (7.21)

n(−−−) = (1− q)3 (7.22)

となる。
連続時間モデルの場合は、 更に、 同じグループ αに属するニューロンも、 その初期値

によって二分される。 初期値が (+)状態のニューロンの内部状態を u+α、 出力を x+α と表
現し 、 初期値が (−)状態のニューロンの内部状態を u−α、 出力を x−α と表現することにす
る。 また、 グループ αにおいて、 初期値として (+)状態をとるニューロンと (−)状態を
とるニューロンの割合をそれぞれ、 r+α , r

−
α (r

+
α + r−α = 1)とおく 。 すると 、 想起ダイナミ

クスは、
du±α
dt

= −u±α +
3
∑

p=1

spαmp (7.23)

mp =
1

N

(

8
∑

α=1

r+αnαs
p
αx

+
α +

8
∑

α=1

r−αnαs
p
αx

−
α

)

(7.24)
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図 7.11: 有限系解析におけるニューロンの分類。

x±α = f(u±α ) (7.25)

で与えられる（ 復号同順）。
この連立微分方程式で、 s1に近いパターンからの想起の挙動を、 単調ニューロンの場
合と非単調ニューロンの場合について計算した結果を図7.12に示す。 この例は、 それぞ
れ、 記憶パターンとその一つ上位の概念パターンとが安定化された場合であるという意
味で、 三段の相関の例で記憶パターンと第二概念パターンを安定化した場合と対応させ
て考えることができる。 図 7.12から 、 有限系の微分方程式によって、 概念パターン想起
時には記憶パターンに近いパターンが一度想起されるなど、 シミ ュレーショ ンに近い挙
動が現れることが分かる。
次に、 この想起過程の間に、 各グループのニューロンの内部状態がどのよう に変化す
るかを調べる。 図 7.13に、 有限系解析で得られる単調ニューロン（ 図 7.13 (a)）、 非単調
ニューロン（ 図 7.13 (b)） を用いた想起時のニューロンの内部状態の変化を示す。 ここで
は、 想起で特徴的な振舞いをするニューロン群 (+++)型ニューロンと (−++)型ニュー
ロンを取り 出して図示している。 このよう に、 単調ニューロンを用いた場合は、 グルー
プ (+++)のニューロンは常に (+)を出力しする。 一方、 (−++)ニューロンは (−)状態
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図 7.12: 有限系の微分方程式で求めたオーバーラップの変化 (R =
0.49,m1(0) = 0.8)： (a)単調ニューロン； (b)非単調ニューロン (h = 1.0)。

に留まることができず、 概念パターンへと引き込まれてしまう 。 しかし 、 非単調ニュー
ロンを使う場合は、 (+++)型ニューロンが時々 (−)の出力をする一方、 (−++)ニューロ
ンの内部状態の変化は抑制され、 記憶パターン s1が安定化されている。
以上の結果を解釈すると次のよう な説明が得られる。 図 7.11から分かる通り 、 記憶と

概念の想起の差は (+−−)型ニューロンと (−++)型ニューロンの発火パターンによって
決定される。 相関が十分大きい場合、 (+++)型ニューロンは最も多く 、 そのため他の
ニューロンへの影響度（ 結合荷重の和） も大きい。 相関学習では、 (+++)ニューロンは
(+−−)ニューロンと負の結合、 (−++)ニューロンとは正の結合を持つ。 よって、 (+++)

ニューロンが発火していると 、 (−++)ニューロンは発火しやすく 、 (+−−)ニューロンは
逆に発火を抑制される。 そのため、 単調ニューロンを用いた通常の想起では概念パター
ンが想起されることになる。 ところが、 非単調ニューロンを用いた場合、 内部状態の大
きな (+++)ニューロンは時々逆向きの出力を出す。 それによって、 (+++)ニューロン
の影響を弱められ、 結果として記憶パターンが安定化されることになるのである。
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(b) 非単調ニューロンを用いた想起 (h = 1.0)

図 7.13: 想起過程の内部状態の変化 (m1(0) = 0.8,R = 0.49)： (a) 初期
状態 (+)の (+++)型ニューロン； (b) 初期状態 (−)の (+++)型ニューロ
ン； (c) 初期状態 (+)の (−++)型ニューロン； (d)初期状態 (−)の (−++)
型ニューロン。

162



連続時間ダイナミ クス 7.3 連続時間相互連想記憶

7.3 連続時間相互連想記憶
この節においては、 連続時間ダイナミ クスを持つ相互相関連想記憶について議論する。

相互相関連想記憶の場合は、 自己相関連想記憶と異なり 、 安定点ではなく リ ミ ッ ト サイ
クルが記憶に対応する。 離散時間モデルの場合、 系の時間発展が過去の内部状態を引き
ずらないため、 オーバーラップのほとんどないパターン間の相互相関を記憶しても連想
記憶が実現できた。 しかし 、 同じ荷重行列の構成方法で連続時間ダイナミ クスにおける
リ ミ ッ ト サイクルを生成することは不可能である。 そのため、 連続時間力学系では徐々
に変化する時系列パターンを相関学習で記憶することになる。 以下の議論においては、
まず連続時間相互相関連想記憶の定式化を行い、 続いて連続時間相互相関連想記憶にお
けるニューロウインド ウ法について述べる。

7.3.1 連続時間相互相関連想記憶

離散時間モデルの場合は、 第４ 章で述べたよう に隣り 合う時間のパターンが大きく 異
なるよう な時系列を相関学習で記憶してもその想起が可能である。 しかし 、 連続時間モ
デルの場合はシステムの内部状態が徐々に変化するので、 隣り 合う時間のパターンはあ
る程度近いパターンになっている必要がある。 そこで、 上記のよう なランダムパターン
の系列を記憶するには、 隣り 合う時間のパターンに関して、

E[s(p)(τ+
σ
S
)s(p)(τ)] =

σ

S
(7.26)

E[s(p)(τ+
σ
S
)s(p)((τ+1)modQ)] =

S − σ

S
(7.27)

を満たす (S − 1)個のパターン s(p)(τ+
σ
S
)(σ = 1, 2, · · · , S − 1)を生成し 、 これらの中間パ

ターンを間に挟んだ系列

s(p)(0) → s(p)(
1

S
) → s(p)(

2

S
) → · · · → s(p)(

S−1

S
) → s(p)(1)

→ s(p)(1+
1

S
) → · · · → s(p)(Q−1+S−1

S
) → s(p)(0)

を相関学習で記憶するよう にする。 すなわち、 結合荷重を

wij =
1

N

∑

p

(
SQ−2
∑

σ=0

s
(p)(σ+1

S
)

i s
(p)( σ

S
)

j + s
(p)(0)
i s

(p)(SQ−1

S
)

j ) (7.28)

(i 6= j)のよう に設定する。
しかし 、 結合荷重をこのよう に設定して、 ダイナミ クスとして通常の単調ニューロン

を用いると 、 記憶した軌道を想起することはできない。 その想起を可能にするために非
単調ニューロンを用いる方法が提案されている [30]。 そのメ カニズムについて、 次の小
節でニューロウインド ウ法による想起メカニズムと合わせて論じることにする。
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7.3.2 連続時間相互相関連想記憶の幾何

前節 7.2で述べたよう に、 連続時間型自己相関連想記憶においては、 非単調ニューロ
ンの窓の大きさをニューロウインド ウ法で制御することで、 記憶パターンとその平均パ
ターン（ 概念パターン） の想起を選択的に行う ことが可能である。 ここでは、 そのよう
な選択的想起を前小節で定義した連続時間の相互想起型連想記憶において実現する方法
を検討する。
連続時間モデルの想起においては、 非単調ニューロンの窓の大きさを決定するパラメー
タ h以外に、 ニューロンの時定数 τ が可変パラメータとして存在する。 しかし 、 τ を変
化させても、 系の変化のスピード が変わるだけなので、 以下では τ = 1としてパラメー
タ hを変えたときの想起の様子を調べることにする。 ここでは簡単のため、 ニューロン
数N = 500、 相関の段数 L = 2、 クラスターの相関R = 0.64、 中間パターン数 S = 10、
パターン数 27(P1 = 3, P2 = 3)の場合をとり あげて考えることにする。 ここで取り 上げ
る例は相関の段数が 2であるから 、 平均軌道は一階層だけ定義される。 このよう な相関
の階層構造をもつ記憶系列に対し 、 非単調ニューロンのパラメータ hを振ってその想起
過程を数値シミ ュレーショ ンした結果を図 7.14、 図 7.15、 図 7.16に示す。
まず、 hが非常に大きい場合 (h = 50)であるが、 この場合は軌道の想起に完全に失敗
し、 ある状態に収束して状態遷移が止まってしまう （ 図 7.14）。 次に、 hを多少小さめに
した場合 (h = 10)は平均軌道に近い軌道が想起される（ 図 7.15）。 更に hを小さく する
と (h = 2.0)、 今度は記憶軌道に近い軌道が想起される（ 図 7.16）。 このよう に、 非単調
ニューロンのパラメータ hを変化させることで、 平均軌道と記憶軌道を選択的に想起す
ることができることが数値実験で確認された。
さて、 以上の議論で確認された連続時間相互相関連想記憶の性質に対し 、 幾何的な視
点から考察を加えることにする。 自己相関連想記憶の場合と異なり 、 相互相関連想記憶
の場合は、 連続時間モデルと離散時間モデルで記憶行列自体が異なる。 そこで、 記憶行
列の固有空間解析から始めることにする。
W は相互相関行列なので非対称成分をもつ。 よって、 行列W は対称成分 [W ]sと非対
称成分 [W ]aに分解できる。 ここで、 W は相互相関行列といえども、 近いパターン間の相
互相関をとるので、 生成される行列は自己相関行列に近く 、 対称成分が大きく なる。 例
えば、 上の数値実験で用いた S = 10の例では、 時系列中で連続するパターン間の相関
の期待値は S−1

S
= 0.9となり 、 95％は同じ出力を出すことになる。 よって、 対称成分と

非対称成分の割合は 19 : 1となる。 実際、 上記の数値実験で用いた W の固有値分布を調
べた結果を図 7.17に示す。 この図のよう に、 どの固有値も位相はほぼ 0か πになってお
り 、 行列は対称に近いことが見て取れる。
次に対称成分のう ちわけを考える。 対称成分はパターンの自己相関に対応する部分で
ある。 この対称成分の固有値の分布を調べると図7.18のよう になる。 このよう に、 固有
値の分布は段差を生じている。 これは自己相関連想記憶の場合と同じである。 次に、 記
憶軌道中のパターン、 平均軌道中のパターン、 及び偽記憶パターン（ hが大きく 状態遷
移が収束する時の収束先のパターン） を固有ベクト ルに分解した時の各成分の大きさを
図 7.19(a),(b),(c)に示す。 記憶軌道中のパターンと平均軌道中のパターンは相関がある
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(a) 記憶軌道とのオーバーラップ
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(b) 平均軌道とのオーバーラップ

図 7.14: h = 50 に設定した時の系の時間発展。 図中の３ つの線はそ
れぞれ軌道中の１ つのパターンとのオーバーラップの変化を示している。
この場合は系の状態遷移は途中で停止してしまい、 どの軌道も想起でき
ない。
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(b) 平均軌道とのオーバーラップ

図 7.15: h = 10に設定した時の系の時間発展。 図中の３ つの線はそれ
ぞれ軌道中の１ つのパターンとのオーバーラップの変化を示している。 こ
こでは平均軌道に近い軌道の想起が実現されている。
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(b) 平均軌道とのオーバーラップ

図 7.16: h = 2.0 に設定した時の系の時間発展。 図中の３ つの線はそ
れぞれ軌道中のパターンの１ つとのオーバーラップの変化を示している。
ここでは記憶軌道に近い軌道の想起が実現されている。
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図 7.17: 記憶行列W の固有値の分布 (N = 500,R = 0.64,L = 2,P1 =
3,P2 = 3,Q = 3,S = 10)。
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図 7.18: 記憶行列W の対称成分 [W ]sの固有値の分布 (N = 500,R =
0.64,L = 2,P1 = 3,P2 = 3,Q = 3,S = 10)。
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(a) 記憶軌道中のパターンの固有空間における表現
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(b) 平均軌道中のパターンの固有空間における表現
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(c) 偽記憶パターンの固有空間における表現

図 7.19: 記憶軌道中のパターン、 平均軌道中のパターン、 及び偽記憶
パターン（ hが大きく 状態遷移が収束する時の収束先のパターン） と [W ]s
の固有ベクト ルの内積。 固有値が大きい上位 100個の固有ベクト ルとの
内積を示している。
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図 7.20: 軌道の幾何的模式図。 偽記憶は最大固有値を持つ固有ベクト
ルの方向に存在し、 平均軌道は大きい固有値をもつ空間で回転、 記憶軌道
はそれより小さめの固有値をもつ空間で回転している。 ニューロウインド
ウ法では h を小さく することで固有値の大きい空間から順に不安定化で
きるので、 平均軌道や記憶軌道を選択的に安定化することができる。

ので似た成分を持つが、 平均軌道中のパターンの方が大きい固有値を持つ固有ベクト ル
成分が大きく なっている。 一方、 偽記憶パターンは最大固有値を持つ固有ベクト ル成分
が突出して大きく なっている。 これも自己相関連想記憶の場合と同様の現象である。
以上のことから 、 これらの軌道がなす幾何構造は図 7.20のようになっていると言える。
非単調ニューロンは内部状態が h以上になるとそのニューロンの出力の影響を切ってし
まう 。 内部状態が大きい状態は、 大きい固有値を持つ固有ベクト ルで張られる空間に存
在するから 、 非単調ニューロンは大きい固有値を持つ固有ベクト ルへの流れを止める効
果を持つ。 よって、 hが大きいと流れの塞き止めが起きず、 最大固有値を持つ固有ベク
ト ルの方向へ状態が遷移していく 。 hを小さく していく と 、 より 小さな固有値で張られ
る空間が安定化していく ため、 平均軌道、 更には記憶軌道が安定化していく ことになる。
もちろん、 相互想起型の場合は、 単に行列の対称成分の大きい固有値をもつ固有ベク
ト ル方向に進むだけではなく 、 回転要素も入っている。 よって、 hを小さく することに
より 回転要素が不安定化される恐れもある。 しかし 、 上で述べたよう に非対称成分は対
称成分に比べるとごく 小さく 、 平均軌道や記憶軌道を安定化するレベルの hの値では回
転を不安定化するよう な影響は無い。
また、 数値実験では、 同じ時定数 τ を使っても hの値が小さいときほどパターンの変
化が速く なるという現象が見られる。 これは、 hが小さいときは内部状態の項 uが大き
く ならないため、 入力の項の効果が早く 現れることによると説明できる。
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7.4 ランダムネッ ト ワークの連続時間ダイナミクス
前節で述べた相互相関連想記憶の場合は、 非対称ネッ ト ワークといっても、 非対称成

分が比較的小さい場合を考えたので、 対称成分だけに着目して議論を行う ことができた。
しかし 、 一般には非対称成分は大きく 、 非対称成分も含めた議論が必要になる。 そこで、
この節ではランダムネッ ト ワークを取り 上げ、 その連続時間モデルの挙動を解析する。
ランダムネッ ト ワークの固有空間の性質、 及びその挙動は既に離散時間モデルの時に

述べた。 ここでは、 離散時間モデルと連続時間モデルの差を同じランダム行列を使った
場合で比較することにする。 図 7.21、 表 7.1に示す固有値を持つランダムネッ ト ワーク
において、 離散時間、 及び連続時間ダイナミ クスで系を遷移させた場合の固有ベクト ル
成分の変化を調べた結果を、 それぞれ図 7.22、 図 7.23に示す。 この結果から分かるよう
に、 離散時間モデルは固有値の絶対値が大きい空間が支配的であるが、 連続時間モデル
では固有値の実部が大きい空間が支配的であり 、 絶対値が大きく ても実部が小さい値を
取る空間の成分は低く 抑えられている。
この現象のメカニズムは以下の通り 説明できる。 今まで述べてきた通り 、 ニューロダ

イナミ クスでは非線形変換はローカルであり 、 線形変換がド ミ ナント に働く 。 よって、
ニューロンが線形素子であると仮定してみよう 。 すると 、 そのダイナミ クスは

u̇i = −ui +
∑

j

wijuj (7.29)

で与えられ、 その解は
u =

∑

µ

eλµtfµ (7.30)

で与えられる。 λµ を実部、 虚部に分け、

u =
∑

µ

eRe[λµ]teIm[λµ]tfµ (7.31)

と書き直すと、 eIm[λµ]tは振動を生み、 eRe[λµ]tは増幅、 又は減衰を促す。 よって、 Re[λµ]
の大きさが固有ベクト ル fµの成分の増減を決定する。 但し、 単純な線形系ではRe[λµ]の
正負で増減が分類できるが、 ニューロでは非線形素子によるベクト ルの長さの規格化操
作が加わるので、 全固有値を並べたときの Re[λµ]の比が各固有ベクト ル成分の増減を決
定する。 その結果、 連続時間ニューロダイナミ クスでは、 固有ベクト ル群の中でRe[λµ]

の大きいものが支配的になるのである。
以上のことは、 離散時間と対比して以下のよう に説明することも可能である。 離散時

間モデルの場合、 非線形効果を無視すると 、 状態遷移は

u(t + 1) = Wu(t) (7.32)

であり 、 W そのものが状態遷移の作用素となっていた。 ところが、 連続時間モデルでは

u(t+ dt) =
(

(1− dt)I + dtW
)

u(t) (7.33)
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図 7.21: ランダムネッ ト ワークの固有値。 ここでは各成分が [-1,1]の
一様分布に従う 50次元ネッ ト ワークの全固有値を示している。

固有値番号 1 2 3 7 10

絶対値 3.18 3.02 2.96 2.50 2.31

実部 -3.18 -0.16 2.54 2.50 2.21

表 7.1: 上の実験で用いたランダム行列によるダイナミ クスで注目した
固有ベクト ルの固有値。 固有値番号は絶対値の大きい順。

であり 、 (1 − dt)I + dtW が作用素となっている。 dtが小さければ、 W の大きい固有値
をもつ固有ベクト ル方向は (1 − dt)I + dtW の絶対値の大きな固有値をもつ固有ベクト
ル方向に対応する。 このことは、 本節で述べた離散時間モデルと連続時間モデルの性質
の違いの根本をよく 表している。
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図 7.22: ランダムネッ ト ワークにおける離散時間ダイナミ クスでの固
有ベクト ル成分の変化。 図中#は固有値番号を表す。

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

In
ne

r 
P

ro
du

ct

Time

#1
#2
#3
#7

#10

図 7.23: ランダムネッ ト ワークにおける連続時間ダイナミ クスでの固
有ベクト ル成分の変化。
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7.5 まとめ
本章では、 連続時間ダイナミ クスを持つニューラルネッ ト ワークの性質について、 幾
何的な議論を中心に、 離散時間モデルと比較しながら解析を行った。
荷重行列が対称な場合においては、 連続時間モデルでは系は固有値が正の大きな値を
持つ固有ベクト ル方向へと状態遷移する。 その流れは、 非単調ニューロンを用いること
で抑制されるので、 連続時間自己相関連想記憶においても、 非単調ニューロンの閾値を
調節することで不安定領域を制御し 、 ニューロウインド ウ法による選択的想起が実現で
きることを示した。 また、 系が連続的に変化することから現れる引き込み領域の増大や
下位概念の一時的想起現象のメカニズムを説明した。
相互相関連想記憶の場合、 連続時間モデルでは系の状態遷移が連続的であるので、 近
いパターン間の相関をとるように記憶法自体を変える必要がある。 そのため、 荷重行列の
固有空間の性質自体に変化が生じる。 近いパターンの相互相関を取ると 、 結果として得
られる荷重行列はほぼ対称となるので、 その対称成分を中心に議論を行う ことができる。
よって、 荷重行列が対称な系と全く 同じ形で非単調ニューロンを用いることで、 ニュー
ロウインド ウ法による選択的想起が実現できることができた。
荷重行列の非対称性が強い場合として、 ランダムネット ワークの連続時間ダイナミ クス
を調べると 、 系は実部の大きい固有値をもつ固有ベクト ルに支配されることが分かった。
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第 8章 : 組み合わせ最適化の幾何と
その応用

これまでの議論においては、 ニューラルネッ ト ワークのダイナミ クスとして、 主に連
想記憶を扱ってきた。 その他に、 ニューラルネット ワークのダイナミ クスを利用したシス
テムで代表的なものとして、 組み合わせ最適化問題を解く ホップフィ ールド ネッ ト ワー
クが存在する。 本章では、 その組み合わせ最適化問題を解く ネッ ト ワークに対して幾何
的な視点から解析を加える。
前章の議論では、 連続時間ダイナミ クスの離散時間ダイナミ クスとの相違点について

述べた。 組み合わせ最適化問題の場合、 既存の解探索のダイナミ クスとしてはシミ ュレー
テッ ド アニーリ ングによる確率的探索 [21]、 或は連続時間ダイナミ クス [18]が用いられ
る。 本章では、 幾何的視点をもとに、 並列ディ ジタル計算という条件下で、 従来の探索
手法より 高速に準最適解を得る方法を提案する。
まず、 第１ 節では、 従来のニューラルネッ ト ワークによる組み合わせ最適化手法をレ

ビューする。 第２ 節では、 (−1, 1)出力型ニューロンで表現される組み合わせ最適化問題
の例として分割問題を取り 上げてその幾何構造を解析し 、 並列ディ ジタル計算による準
最適解の高速探索法を提案する。 第３ 節では、 (0, 1)出力型ニューロンで表現される組み
合わせ最適化問題の例として巡回セールスマン問題を取り 上げ、 その高速解法を幾何的
視点から検討する。

8.1 ニューロによる組み合わせ最適化
ニューロによる組み合わせ最適化においても、 連想記憶と同様N 個の全ニューロンど

う しが互いに重みづけして結合されたネット ワーク（ ホップフィールド ネット ワーク） を
考える。 即ち、 第 iニューロンは xi を出力し 、 入力和

ui =
N
∑

j=1

wijxj (8.1)

を受け取る。 ニューロンは、 この入力和の正負によって、 状態を

xi = f(ui) (8.2)

のように更新する。 但し 、 連想記憶では f(u)として主に符号関数を考えたが、 組み合わ
せ最適化のダイナミ クスの場合、 通常 (0, 1)モデルではヘビサイド 関数

f(ui) =
1

1 + exp(−βui)
(8.3)
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を用い、 (0, 1)モデルではシグモイド 関数

f(ui) =
1− exp(−βui)
1 + exp(−βui)

(8.4)

を用いる。 ここで、 βはアニーリ ングに使われる温度パラメータ T の逆数である。 この
節では、 簡単のため (−1, 1)モデルを仮定して議論を進めることにする。
結合が対称な場合、 すなわち wij = wjiの場合、 シミ ュレーティッド アニーリ ングやア
ナログニューロンを用いた状態更新則（ 後述） のもとでは、 関数

E(x) = −1

2

N
∑

i=1

N
∑

j=1

wijxixj (8.5)

は系のエネルギー関数（ リ アプノ フ関数） になっていることが知られている。 ホップフィー
ルド ネッ ト ワークを用いて組み合わせ最適化問題を解く 場合、 状態xが解の一候補を表
すようにし 、 エネルギー E(x)の最小値が最適解に対応するように荷重行列W = [wij]を
設計する。
組み合わせ最適化問題は、 小さく すべきコスト と 、 解が満たすべき制約条件の二つの
要素から成り 立っている。 解の候補 xについて、 そのコスト C(x)と制約条件を破った
ときのペナルティ ー P (x)が xの二次形式で表現できる場合、 荷重行列W を

E(x;W ) = C(x) + P (x) (8.6)

が満たされるよう に設計すれば、 系のエネルギー関数の減少を使って解の改善を行って
いく ことができる。
以下では、 エネルギー関数を減らすダイナミ クスとして、 シミ ュレーティ ド アニーリ ン
グ法 [21]とアナログニューロンを用いたホップフィ ールド ネッ ト ワーク [18]を紹介する。
Kirkpatrickのシミ ュレーティッド アニーリ ング法では、 N 個のニューロンからランダ
ムに一個ずつニューロンを取り だし 、 そのニューロンの状態 xi を確率

P (xi(t+ 1) = 1) = φ(
N
∑

j=1

wijxj(t)) (8.7)

P (xi(t+ 1) = −1) = 1− φ(
N
∑

j=1

wijxj(t)) (8.8)

φ(u) =
1

1 + exp(−βui)
(8.9)

に従って更新する。 しかし 、 この方法では、 問題が並列にインプリ メント されているに
もかかわらず、 シリ アルにしか計算が行えない。
Hopfieldと Tankのアナログホップフィ ールド ネッ ト ワークでは

u̇i = −1

τ
ui +

N
∑

j=1

wijxj (8.10)
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xi = f(u), (8.11)

f(u) =
1− exp(−βu)
1 + exp(−βu) (8.12)

という微分方程式を用いる。 これは、 前章で述べたニューロダイナミ クスの連続時間モ
デルである。 よって、 並列計算を行う ことが可能となる。 但し 、 この形では xが 1と −1

に離散化されていないので、 解自体は

yi = sgn(xi), (8.13)

sgn(x) =

{

1, if x ≥ 0,

−1, if x < 0
(8.14)

で与えられる状態ベクト ル yで判定する。 しかし、 このHopfieldと Tankの方法はアナロ
グ計算なので、 前章で述べた通り 、 ディ ジタル計算機で上の微分方程式を解く には、 差
分方程式

ui(t+ τ∆) = (1−∆)ui(t) + ∆
N
∑

j=1

wijxj(t) (8.15)

に一度変換してから計算する必要がある。 この差分方程式で微分方程式の解の振る舞い
を近似的に再現するためには差分を細かく とることが要求されるが、 そう すると今度は
並列計算にしてもある程度の計算時間が必要になってしまう 。 この問題点を解決する方策
として、 差分を大きく とることが考えられる。 最も極端なケースとしては、 ∆ = 1, τ = 1

とし 、

xi(t+ 1) = f
(

N
∑

j=1

wijxj(t)
)

(8.16)

で表される単純な離散時間ダイナミ クスを用いることが考えられる。 しかしながら 、 差
分を大きく とると 、 ダイナミ クスは振動的になり 、 関数E(x)は減少しない。 つまり 、 差
分が大きい場合は E(x)は系のリ アプノ フ関数ではなく なってしまう 。
次節では、 以上で述べた解探索ダイナミ クスの問題を解消する方法について、 組み合

わせ最適化問題の一つである分割問題を例にとり あげて考える。 そして、 分割問題にお
いて、 並列ディ ジタル計算の枠組みで準最適解を高速に得る方法を提案する。

8.2 分割問題の幾何とその応用

8.2.1 分割問題

分割問題 (Partition Problem) とは、 互いに配線で結ばれている N 個の素子を 、 箱の
外部の配線（ 二つの箱の間の配線） ができるだけ少なく なるよう に、 容量がN/2の二つ
の箱 A,Bにつめる問題である（ 図 8.1）。 以下では、 素子 iと素子 jの配線の数が dij 本
あるとする。 この問題では、 コスト は外部の配線数、 制約はそれぞれの箱の中の素子数
が箱の容量を越えないことにあたる。
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connections to be minimized

BA

i ix  = 1 x  = −1
i

図 8.1: 分割問題。 箱の間の配線を最小にするよう に素子を二つの箱に
分けて詰める。

分割問題を解く ニューラルネッ ト ワークとして、 N 個のニューロンを用意する。 これ
らのニューロンはそれぞれの素子がどちらの箱に入るかを表すことにする。 すなわち、 i
番目のニューロンの状態 xiが 1なら 、 i番目の素子は箱Aに入り 、 xi = −1なら i番目の
素子は箱Bに入ることにする。
まず、 コスト の表現であるが、 i番目の素子と j番目の素子が異なる箱に入ると dij本
の配線が箱外に持ち出される。 箱外の全配線数Cは

C =
1

8

N
∑

i=1

N
∑

j=1

dij(xi − xj)
2 (8.17)

と表される。 x2i = 1であることに留意し 、 これを展開すると

C = −1

4

N
∑

i=1

N
∑

j=1

dijxixj +
1

4

N
∑

i=1

N
∑

j=1

dij (8.18)
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となる。 この式の第二項は定数になるから 、 ネッ ト ワークの結合荷重設計の時は第一項
だけを考えれば良い。
一方、 制約条件を満たさない時のペナルティ ーであるが、 こちらは箱に等分配された

ときに最小になる関数を用意すれば良い。 そのためには、 簡単に、 各素子間に均等な斥
力を設ければ良い。 具体的には、

P =
N
∑

i=1

N
∑

j 6=i
hxixj (8.19)

という関数をペナルティ ー項とする。
以上で得られたコスト 項とペナルティ ー項を用い、 分割問題を解く ネッ ト ワークの結

合荷重
wij = dij − h(1− δij) (8.20)

を得ることができる。 ここで、 δijはクロネッカーのデルタ関数である。
この分割問題も、 シミ ュレーディッ ド アニーリ ングやアナログニューロンを用いた連

続時間ダイナミ クスにより 準最適解を得ることができるが、 離散時間同期型ダイナミ ク
スや、 大きい差分を用いた差分方程式によるダイナミ クスを用いると 、 系が振動的にな
り 準最適解は得られない。 次小節の議論では、 分割問題を解く ホップフィ ールド ネッ ト
ワークの結合荷重行列について、 その固有空間の構造を解析し 、 離散時間モデルで解探
索のダイナミ クスが振動的になる原因を調べる。

8.2.2 分割問題の幾何

ここでは、 各素子間の配線数は 50から 150までの自然数を等確率でとる例を考える。
但し 、 行列を作るときは配線数に 0.01倍して規格化し、 dijの平均が 1になるようにして
いる。
この分割問題を解く ネッ ト ワークの荷重行列

wij = dij − h(1− δij) (8.21)

の固有値の分布を図 8.2に示す。 ここで、 素子数N は 100であり 、 h = 1.5としている。
この図から分かるよう に、 固有値の中に一つだけ絶対値が他の固有値より も遥かに大

きい負の固有値が存在している。 この固有値を持つ固有空間は、 制約条件のペナルティー
を表す行列

wpij = −h (8.22)

によって生成される。 この行列のランクは 1であり 、 全ての成分が負であるので、 この
行列は絶対値の大きい負の固有値を持つ 1次元空間を形成する。 これが行列W の絶対値
の大きい負の固有値を作り 出している。 すなわち、 この空間は制約条件を満たさない状
態の集合を張る空間であるという ことができる。
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図 8.2: 固有値の分布 (N = 100)。 固有値の絶対値は最小固有値が飛び
抜けて大きい。 この固有値を持つ固有ベクト ルは制約条件を満たさない空
間に対応する。

離散時間非同期型ダイナミ クスや連続時間ダイナミ クスでは、 −xTWxがリ アプノ フ
関数になっているので、 行列W の大きい固有値を持つ固有ベクト ル成分が増えていく こ
とになる。 実際、 得られる準最適解の状態ベクト ルと固有ベクト ルの内積を調べてみる
と 、 系の状態ベクト ルは大きい固有値を持つ固有ベクト ル群に張られており 、 小さい固
有値を持つ固有ベクト ルとは直交に近い関係にあることが分かる（ 図 8.3）。
ところが、 離散時間同期型ダイナミ クスでは、 上述の幾何構造の視点から明らかにし
たよう に、 大きい固有値をもつ固有ベクト ル方向ではなく 、 絶対値が大きい固有値をも
つ固有ベクト ル方向へと状態が遷移する。 したがって、 絶対値の大きい負の固有値が存在
する場合、 その固有値を持つ固有ベクト ル方向へと状態は流れていく 。 よって、 −xTWx

は系のリ アプノ フ関数にはならず、 ダイナミ クスを進めることで解の性質改善を行う こ
とができない。 実際、 離散時間ダイナミ クスを用いた場合の状態ベクト ルと固有ベクト
ルの内積を調べてみると 、 系の状態ベクト ルは最小固有値を持つ固有ベクト ル成分を大
きく 持っていることが分かる（ 図 8.4）。 これが離散時間同期型ダイナミ クスで解探索が
振動的になる原因である。
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図 8.3: 準最適解の状態ベクト ルと結合荷重行列の固有ベクト ルの内積
(N = 100)。 状態ベクト ルは大きい固有値をもつ固有ベクト ル成分を中心
に持つ。
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図 8.4: 離散時間同期型ダイナミ クスで生起する振動状態の状態ベクト
ルと結合荷重行列の固有ベクト ルの内積 (N = 100)。 状態ベクト ルは最
小固有値（ 絶対値最大の固有値） をもつ固有ベクト ル成分がほとんどを占
める。
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8.2.3 並列同期計算による解の高速探索法

この章では、 離散時間同期型ダイナミ クスを用いて分割問題の準最適解を高速に得る
方法を提案する。
前章で述べた通り 、 式 (8.20)で与えられる標準的な荷重行列W を使う限り においては
離散時間同期型ダイナミ クスでは解の探索を行えない。 つまり 、 このダイナミ クスを使
う ためには、 行列自体に何らかの改良を加えることが必要となる。 行列の改良の方針と
しては次の二点が重要になる。

（ 条件１ ） ダイナミ クスの収束先の状態ベクト ルがW の正の大きな固有値を
もつ固有ベクト ル成分を大きく 持つよう にすること 。

（ 条件２ ） ダイナミ クスの収束先の状態ベクト ルがWの負で絶対値の大きい固
有値をもつ固有ベクト ル成分をほとんど持たないよう にすること 。

この二つの条件を満たすことができれば系のエネルギーは小さく なり 、 性質の良い解
を得ることができる。
これらの条件を満たし 、 分割問題の準最適解の離散時間同期型探索を可能にする行列
として

vij = wij − λmine
(min)
i e

(min)
j (8.23)

を考える。 ここで、 λminは最小固有値、 e(min)はその固有ベクト ルである。 今、 全ての
固有値と固有ベクト ルに固有値の大きい順に 1から N まで番号をふることにすると 、
λmin = λN ,s

(min) = e(N) とも表現できる。
この行列の変更を行う には最小固有値と固有ベクト ルを計算する必要がある。 最小固
有値のその固有ベクト ルは時間発展方程式

e(t+ 1) = CnWe(t) (8.24)

をランダムなベクト ル e(0)から繰り 返し 、

λe(t + 1) ≃We(t) (8.25)

の状態に収束したときの λと e(t)として得られる。 ここで、 Cnは |e(t+ 1)| = 1に規格
化する定数である。 このダイナミ クスは、 |λN |/|λi|がどの i( 6= N)についても 1より 遥か
に大きければ、 収束までに要する時間は短い。 よって、 行列 V = [vij ]は並列計算機があ
れば高速に得ることができる。
ここで導入した行列 V の固有空間の構造は、 行列W と同じ固有ベクト ルをもち、 W
の最小固有値をもつ固有ベクト ルの固有値だけが 0に入れ替わった形になっている。 こ
こで得られた行列 V は次に挙げる性質を満たす。
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図 8.5: 差分方程式モデル (a)と行列改良型離散同期モデル (b)のエネ
ルギー減少過程 (N = 500)。 温度パラメータ T = β−1 については、 どち
らのモデルにおいても適切なアニーリ ングを行っている。 差分方程式モデ
ルでは τ = 1とし 、 ∆は解探索が最速になる ∆ = 0.08 を採用している。
この比較の結果から分かるように、 行列改良型離散同期モデルは準最適解
に高速に収束する。

（ 性質１ ） V の正の大きな固有値が V の負の固有値より その絶対値が大きい
ので、 離散時間同期型ダイナミ クスでも状態ベクト ルを V の正の大
きな固有値 (=W の正の大きな固有値)をもつ固有空間へと導ける。

（ 性質２ ） W の最小固有値をもつ固有ベクト ル e(min)の固有値を V では 0に
しているので、 線形変換でその成分は一度完全に消去される。 その
後非線形変換が施されるが、 これはローカルにしか働かないので、
状態ベクト ルは e(min)の成分をほとんど持たない。 他の負の固有ベ
クト ルも正の大きな固有ベクト ルに比べてその絶対値は小さく 、 そ
の成分を大きく は持たなく なる。

このよう に、 行列 V は上で条件としてあげた二点を満足しており 、 この行列を使えば
離散時間同期型ダイナミ クスでも準最適解の探索が行えると期待できる。 実際、 この行
列を用いて離散時間同期型ダイナミ クスによる解探索を行った時のエネルギーの減少過
程 (N = 500)を図 8.5に示す。 但し、 ここでは組み合わせ最適化問題の解としての評価を
見るため、 正規のリ アプノ フ関数E(x)ではなく E(y)の方をプロッ ト している。 また、
比較の対象としては連続時間ダイナミ クスを模した差分方程式モデルで解探索を最速に
行える差分を用いた場合の計算結果を併記している。 この図が示すように、 行列 V を用

183



8.3 巡回セールスマン問題の幾何と応用 組み合わせ最適化の幾何とその応用

いた離散時間同期型ダイナミ クスで解探索を行う と 、 計算の繰り 返しが少なく てもエネ
ルギーが減少し 、 良質の解が得られている。
ここで、 次のよう な疑問が想定される。 それは、 上で提案した手法は行列の成分のう
ち制約条件違反に対するペナルティ ー項の固有値成分を取り 除いているのであるから 、
制約条件のペナルティーの係数を小さく して行列を作ればよいのではという疑問である。
しかし 、 この方法はう まく 機能しない。 なぜなら 、 この方法では固有ベクト ルが変わっ
てしまう からである。 つまり 、 制約条件を満たさない空間に小さい固有値を持つ固有ベ
クト ルがあてがわれなく なってしまう 。 その結果、 制約条件を満たさない解に収束しや
すく なる。 ここで提案した方法の要点は、 固有ベクト ルを変えずに絶対値の大きい負の
固有値の抑制だけを行っている点である。 これが目標とする準最適解に収束先を維持し
つつ高速計算を行う ことを可能にしているのである。

8.3 巡回セールスマン問題の幾何と応用
分割問題の場合は (−1, 1)出力型のニューロンで解の候補が表現されるので、 前節の連
想記憶の延長で議論を行う ことができた。 しかし 、 実際は (0, 1)出力型のニューロンで表
現される組み合わせ最適化問題の方がより一般的である。 そこで、 本小節では分割問題と
同じ手法を (0, 1)出力系で表される巡回セールスマン問題 (Traveling Salesman Problem,

TSP)に応用することを検討する。
巡回セールスマン問題 (TSP)とは、 N 個の都市を一度ずつ全部廻る最短経路を探す問
題である (図 8.6)。 今、 都市 aと都市 bの距離を dab とする。 また、 ニューロンを N2個
用意し 、 (a, i)ニューロンの出力 xaiが 1なら時刻 iに都市 aを通ることにする。 すると 、
最短にすべき経路の長さは

C(x) =
1

2

∑

a

∑

b6=a

∑

i

dabxai(xb,i+1 + xb,i−1) (8.26)

となる。 これがコスト の項になる。 一方、 制約条件は、 各都市を一度ずつしか通らない
こと 、 同じ時刻に２ つ以上の都市を廻れないこと 、 全部で N 都市訪問することの３ つで
ある。 これらの制約を破ることのペナルティ ーは

P (x) =
A

2

∑

a

∑

i

∑

j 6=i
xaixaj +

B

2

∑

i

∑

a

∑

b6=a
xaixbi

+
C

2
(
∑

a

∑

i

xai −N)2 (8.27)

と表現できる。 このコスト 項とペナルティ ー項の和

E(x) = C(x) +DP (x) (8.28)

が系のエネルギーとなるよう に荷重行列を設定すれば良い（ A,B,C,Dは定数）。 但し 、
このままではコスト を表す結合荷重が全て負になり 、 その結果平均発火率が低下し制約
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図 8.6: 巡回セールスマン問題。

条件を満たさない解を生じやすく なる。 Hopfieldらはこの問題を制約条件の一つを表す
項 C

2
(
∑

a

∑

i xai−N)2を C
2
(
∑

a

∑

i xai − κN)2(κ > 1)とすることで回避していたが、 本論
文ではコスト 項の距離dab を d′ab = dab − h(h > 0)に置き換えることで制約条件を満たす
解を得やすく する。
(a, i)ニューロンと (b, j)ニューロンの結合を waibj、 (a, i)ニューロンの閾値を θai とす

ると 、 上記のエネルギー関数を満たす waibj ,θaiはそれぞれ

waibj = −Aδab(1− δij)− Bδij(1− δab)

−C −Dd′ab(δj,i+1 + δj,i−1) (8.29)

θai = −CN (8.30)

となる。 そして、 ダイナミ クスとして

u̇ai = −1

τ
uai +

∑

b

∑

j

waibjxbj (8.31)

xai = f(uai − θai) (8.32)

f(u) =
1

(1 + exp(−βu)) (8.33)

を用いる。 ディ ジタル計算機を使う場合は、 式 (8.31)を差分方程式

uai(t+∆) = (1−∆)uai(t) + ∆
∑

b

∑

j

waibjxbj(t) (8.34)
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図 8.7: TSPを解く ネッ ト ワークの荷重行列の固有値。

に置き換えて計算することになる。 この計算ならば並列同期型のディ ジタル計算機で実
行することが可能である。 しかし 、 ここでも、 差分∆が小さいと収束までに必要な計算
が多く なり 、 逆に ∆が大きいと系が振動的になり 解の探索に失敗する。
ここでは、 Hopfieldらの論文 [18]中にある TSPの例題についてその幾何構造を解析し、
その解析結果に基づき解の並列高速探索法を提案する。 以下の議論では、 前章で xai と
記したニューロンの番号を １ 次元に並べ換え xi と表現する。 同様に結合荷重や閾値も
wij, θi と書く 。 文献 [18]においては、 [0, 1]× [0, 1]の二次元空間にランダムに配置された
10都市を巡回する最短経路を求める例題が取り上げられている。 また、 荷重行列構成時
のパラメータは A = 500, B = 500, C = 200, D = 500と設定されている。 この時に構成
される荷重行列の固有値の分布を図 8.7に示す。 但し 、 この論文で導入したパラメータ h

は 0.8に設定している。 図 8.7から分かるよう に、 TSPでも分割問題の場合と同様、 突
出した最小固有値が存在している。
分割問題では、 絶対値の大きい負の固有値成分を取り 除く ことで系の振動を抑え、 大
きい差分∆を使って解を高速探索することが可能であった。 よって、 TSPにおいても、
分割問題と同様にして、 並列同期計算における解の高速探索ができると期待される。 し
かしながら 、 (0, 1)ニューロンモデルの場合は

vij = wij − cλmine
(min)
i e

(min)
j (8.35)

のように最小固有値成分を c(< 1)倍に減じるだけでは、 ニューロンの発火率が急上昇し、
制約条件を満たさない解が現れてしまう 。 これを防ぐためには、 閾値を適切な値まで上

186



組み合わせ最適化の幾何とその応用 8.3 巡回セールスマン問題の幾何と応用

-15000

-10000

-5000

0

5000

10000

15000

20000

25000

30000

0 20 40 60 80 100

E
ne

rg
y

Iteration

 (a) 
 (b) 

図 8.8: エネルギー減少過程の比較 (β = 0.1): (a) 従来の行列を用いた
場合 (c = 0,∆ = 0.03); (b) 行列と閾値を変更して時間差分を大きく とっ
た場合 (c = 0.7,∆ = 0.28)。

げる必要がある。 閾値の上げ幅は、 ニューロンの発火率が 1/N であることを考慮し 、

θi = −CN − cλmin
N

∑

j

e
(min)
i e

(min)
j (8.36)

とすれば、 発火率を変えずに最小固有値成分を取り除き、 時間刻み幅∆が大きく ても準
最適解が得られるよう になると予想される。 図 8.8に従来のモデルと最小固有値成分を
取り 除く と同時に閾値も上記の通り 修正したモデルのエネルギー減少過程を比較した結
果を示す。 このように、 (0, 1)ニューロンの場合でも、 最小固有値成分を取り除く と同時
に閾値を修正すれば、 大きい差分を用いてもエネルギーが減少し 、 準最適解を高速を得
ることができる。
以上のよう に、 TSPのよう な (0, 1)出力型ニューロンで表現される組み合わせ最適化

問題においても、 固有空間の修正によって並列同期計算を利用した解探索の高速アルゴ
リ ズムを構成することができた。
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8.4 まとめ
本章では、 ニューロダイナミ クスを幾何学的な視点から捉えることにより 、 組み合わ
せ最適化問題において、 並列ディ ジタル計算機を使ってと高速に準最適解を得るアルゴ
リ ズムを提案した。 提案した手法では、 制約条件に対応する固有空間の固有値成分を取
り 除く ことで、 離散時間同期型ダイナミ クスでも振動を抑え、 高速に準最適解を探索す
ることを可能にしている。 提案したアルゴリ ズムの有効性を示すため、 (0, 1)ニューロン
で表現される問題の例とし分割問題、 (−1, 1)ニューロンで表現される問題の例として巡
回セールスマン問題を取り 上げ、 どちらの問題においても高速に準最適解が得られるこ
とを確かめた。
今後の課題としては、 ローカルミ ニマムへの停留を防ぐ方法として提案されている種々
のアルゴリ ズムと 、 ここで提案したアルゴリ ズムを組み合わせ、 より 良質な解への高速
収束を実現する方法を検討することが挙げられる。
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第 9章 : 学習に関する考察

前章までの議論においては、 学習に関してはHebb型の学習のみを考えていた。 しか
し 、 ニューラルネッ ト ワークにおける学習には他にも多く の学習法が知られている。 本
章においては、 それらの学習法にまつわる話題について議論を行う 。
バッ クプロパゲーショ ン（ Ｂ Ｐ ） 等の繰り 返し学習を考えるとき、 ニューラルネッ ト

ワークのダイナミ クスとして、 二種類のダイナミ クスを想定することができる。 一つは、
前章まででも議論したニューロンの状態遷移のダイナミ クスであり 、 もう 一つは荷重行
列が変化するダイナミ クスである。 であるから 、 幾何的な解析を論じる場合、 学習の結
果できあがったネッ ト ワークの固有空間解析による系の力学的性質の他に、 学習過程に
おける荷重行列の固有空間の構造の変化という議論も行う ことができる。 よって、 幾何
的な解析の応用範囲の可能性もそれだけ広がることになる。
本章は、 学習に関する初歩的な考察として、 直交学習とＢ Ｐ 学習を取り 上げる。 直交

学習については、 学習の結果得られたネッ ト ワークの幾何構造を論じ 、 一方Ｂ Ｐ 学習に
ついては学習過程のダイナミ クスについて議論を行う ことにする。

9.1 直交学習に関する考察

9.1.1 連想記憶における直交学習

本論文のこれまでの連想記憶に関する議論では、 全て Hebb則に基づく 相関学習、 或
はコバリ アンス学習を用いていた。 連想記憶を実現するモデルとして、 他に直交学習

wsij(t+ 1) = (1− τ)wsij(t) + c(
N
∑

k=1

wsiksk − si)sj (9.1)

で与えられる [3]。 ここで、 τ と cは十分小さい定数である。
この直交学習を繰り 返すと 、 記憶行列は

W s =
P
∑

µ=1

sµsµ∗ (9.2)

に収束する。 ここで、 sµ∗は記憶パターンベクト ル sµの双対ベクト ル

sµ∗sν = δµν (9.3)

である。 この連想記憶モデルを一般逆行列モデルと呼ぶ。
この行列は、 自己相関記憶行列と違って、 一般には対称行列ではない。 記憶行列W s

の固有ベクト ルは、 P < N ならば、 記憶パターン sµに完全に一致し、 その固有値は 1で
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ある。 一方、 ノ イズ空間の固有値は 0である。 この固有空間構造から 、 D関数は記憶パ
ターンで 1となり 、 それ以外では 1以下になることが分かる。 つまり 、 自己相関連想記
憶のよう に、 記憶パターンより も D関数が大きな値となる偽記憶は生じない。 よって、
記憶したパターン数が N までなら 、 記憶パターンは安定になることがわかる。 また、 ノ
イズ空間の固有値は 0になっていることから 、 自己相関連想記憶の時と同様に、 ノ イズ
成分は線形変換で打ち消され、 パターンは記憶したパターンへと引き込まれていく こと
になる。
しかしながら 、 実際は、 N 個までパターンを安定に記憶できても、 P = 0.5N の時点
で引き込み領域が失われ、 連想記憶としての機能が果たされなく なる。 これは、 一般逆
行列モデルの記憶行列の対角成分 wsiiが平均して aとなるので、 もし aが 0.5を越えると
記憶パターンに近いパターン x ∼ sについて

|
∑

j 6=i
wsijxj | < |wsii| (9.4)

が成り 立つことによる。 つまり 、 記憶パターンの付近で、 自己結合によって引き込みが
妨げられてしまう ことになる。 W s を用いた連想記憶の想起過程における D関数の振舞
いを図 9.1(記憶率 0.3)， 図 9.2(記憶率 0.6)に挙げる。 このように、 記憶率を 0.5以上にす
ると 、 W s を用いたモデルでは、 D関数が 1になるまでに止まってしまう 。
上で述べたことから 、 記憶行列W sから自己結合を取り 除いた行列W 0 を記憶行列と
して用いると 、 引き込み領域が多少増大すると予想される。 このモデルについては次小
節の想起法の改良に関する議論で触れることにする。
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図 9.1: 一般逆行列モデルにおけるオーバーラップと D関数のダイナ
ミ クス (自己結合あり ， a = 0.3, N = 200)。
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図 9.2: 一般逆行列モデルにおけるオーバーラップと D関数のダイナ
ミ クス (自己結合あり ， a = 0.6, N = 200)。

192



学習に関する考察 9.1 直交学習に関する考察

9.1.2 一般逆行列モデルの想起法改良

部分反転法は一般逆行列モデルにおける想起法としても、 引き込み領域を拡大する効
果が確認されている [28]。 ここでは、 連想記憶の幾何学的解析手法の視点から 、 一般逆
行列モデルの引き込み領域を更に拡大する想起ダイナミ クスを提案する。
上で述べたよう に、 一般逆行列モデルを用いた時は、 D関数が 1になる前に、 ダイナ

ミ クスが停止してしまう 。 であるから 、 この停止状態を抜け出させるよう な想起ダイナ
ミ クスを考えれば良い。
今、 ダイナミ クスの改良を考えるために、

uµ = Wsµ (9.5)

という量を定義する。 これは、 記憶パターンを入力し 、 それに荷重行列をかけた時に得
られるベクト ルである。
一般逆行列W sを記憶行列として用いた時、 記憶パターン sµは固有値 1の固有ベクト

ルになる。 つまり 、 |uµi | = 1が全ての µと iについて成り 立つわけである。 このことか
ら 、 記憶パターンだけを安定化するには、 内部状態が 1付近のニューロンだけを安定化
し 、 他のニューロンを不安定化すればよい。 これは、 部分反転法のパラメータを変える
ことによって簡単に行う ことができる。
いく つかの想起ダイナミ クスを用いて、 一般逆行列モデルの記憶パターンを想起した

数値実験の結果を図 9.4に示す。 まず、 内部状態 1付近のニューロンだけを安定化し、 他
を不安定化する方法として、 図 9.3(A)に示した関数を φ(u)に用いると、 記憶率 aが大き
い時は引き込み領域は大きく なるが、 aが小さい時は引き込み領域が小さく なる。 これ
は、 ノ イズ空間の次元が高い時は、 小さな内部状態をもつニューロンを不安定化するこ
とで、 記憶空間への引き込みを阻害しているからであると考えられる。 図 9.3(B)に示し
た φ(u)を使う と 、 記憶率 aが小さい時も、 引き込み領域が大きく 保たれるが、 記憶率 a

が大きい時には、 先程のモデルより も引き込み領域が小さく なる。 記憶率 aの大小に関
わらず相対的に広い引き込み領域を確保するには、 次のよう な 2つのフェーズをもつ想
起方法が有効である。 まず、 第 1のフェーズでは、 普通の符号関数を非線形関数として想
起することによって、 ノ イズ空間の成分を落とす。 次に、 第 2フェーズとして図 9.3(B)

に示した φ(u)を使った部分反転法を用いて想起することで、 記憶パターンへの収束を促
す。 この方法により 、 記憶率 aが小さい時も大きい時も、 優秀な連想性が保たれる。 こ
の方法を使う と 、 記憶率 0.8付近まで引き込み領域が記憶率の増加に比例して線形に減
少するので、 特に記憶率が 0.4から 0.8付近で自己結合をとったモデルより も引き込み領
域が広く なる。 また、 全小節で述べた通り 、 ダイナミ クスを変更しなく ても、 自己結合
を除く ことで引き込み領域の増加が図れる。 しかし 、 このモデルも上記で示した中で最
適な改良ダイナミ クスモデルに比較すると引き込み領域が小さく なっている。
最後にこの 2つのフェーズをもったダイナミ クスで想起した時のオーバーラップと D

関数の時間変化を図 9.5、 図 9.6に示す。 これらの図から 、 第 2フェーズで図 9.3(B)に示
した絶対値の小さい内部状態を不安定化するダイナミ クスによって、 パターンが記憶バ
ンド の方へと押し上げられる様子がわかる。
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図 9.3: 一般逆行列モデルに応用した部分反転法: (A) |u| = 1付近を
安定化し、 |u|が大きいところを不安定化する関数 φ(u); (B) |u| = 1付近
を安定化し、 |u|が大きいところと小さいところを共に不安定化する関数
φ(u)。
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図 9.4: 一般逆行列モデルの引き込み領域 (N=100): (a) 通常の想起
法; (b) 部分反転法 (A)(b1 = 0.5, b2 = 1.5, h = 1.2); (c) 部分反転法
(B)(b1 = 0.5, b2 = 1.5, h = 1.2); (d) 通常の想起法 (第 1 フェーズ)+部分
反転法 (B)(第 2フェーズ); (e) 自己結合を除いたモデル。

以上のよう に、 直交学習で得られた一般逆行列による連想記憶モデルについて、 その
固有空間の幾何構造をもとに、 その連想性の向上を計る想起ダイナミ クスを得ることが
できた。
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図 9.5: 一般逆行列モデルにおいて最初のステップでは通常の想起、 そ
の後は部分反転法で想起した時のオーバーラップと D関数のダイナミ ク
ス (a = 0.3, N = 200)。
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図 9.6: 一般逆行列モデルにおいて最初のステップでは通常の想起、 そ
の後は部分反転法で想起した時のオーバーラップと D関数のダイナミ ク
ス (a = 0.6, N = 200)。
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9.2 BP学習に関する考察
多層パーセプト ロンにおけるＢ Ｐ 学習では、 適切な中間層の情報表現を自動生成する
ことにより 、 多次元の複雑な関数を実現している。 しかし 、 中間層の数や学習定数を事
前に適切な値に設定しなければ、 Ｂ Ｐ 学習は成功しない。
Ｂ Ｐ 学習については、 今までにも様々な研究が行われてきた。 特に、 関数近似の方法
としてのＢ Ｐ 学習については非常に多く の研究がなされている。 しかし 、 現在に至るま
で、 Ｂ Ｐ 学習を完全に信頼のおける学習として使用できるだけの理論的基盤は十分に整
備されていない。 この節では、 論理関数近似におけるＢ Ｐ 学習について、 中間層の情報
表現に着目しながら 、 その学習のダイナミ クスの特性を考察する。

9.2.1 Ｂ Ｐ 学習

パーセプト ロンにおいては、 入力xと出力 yの入出力関係は

yi = f(ui) (9.6)

= f(
∑

j

wijxj + θ) (9.7)

で与えられる。 ここで、 関数 f(u)は非線形関数で、 その出力を 0以上 1以下とする時は、

f0(u) =
1

1 + exp(−u/T ) (9.8)

−1以上 1以下とする時は

f1(u) =
1− exp(−u/T )
1 + exp(−u/T ) (9.9)

がよく 使われる。 以下でも、 これらをニューロンの活性関数として用いる。 これを L層
の入出力xµ をもつ、

x
(µ+1)
i = f(uµi ) (9.10)

= f(
∑

j

w
(µ,µ+1)
ij x

(µ)
j + θ

(µ+1)
i ) (9.11)

(µ = 1, · · · , L − 1)で与えられるシステムに拡張することができる。 以下では、 ３ 層の
パーセプト ロンを考える。 また、 簡単のため、 全ての層はN 個のニューロンから成ると
する。
Ｂ Ｐ 学習とは、 最急降下法を多層パーセプト ロンに応用したものである。 教師信号を

ζ、 学習定数を cとすると 、 ３ 層パーセプト ロンのＢ Ｐ 学習は、

dw
(2,3)
ij = c(ζi − x

(3)
i )f ′(u

(3)
i )x

(2)
j (9.12)

dθ
(3)
i = c(ζi − x

(3)
i )f ′(u

(3)
i ) (9.13)
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dw
(1,2)
ij = c

∑

k

(ζk − x
(3)
k )f ′(u

(3)
k )w

(2,3)
ki f ′(u

(2)
i )x

(1)
j (9.14)

dθ
(2)
i = c

∑

k

(ζk − x
(3)
k )f ′(u

(3)
k )w

(2,3)
ki f ′(u

(2)
i ) (9.15)

で与えられる。 ここで、 関数 f(u)として f0(u)を用いた場合は

f ′
0(u) = f0(u)(1− f0(u)) (9.16)

f1(u)を用いた場合は
f ′
1(u) = 0.5(1 + f1(u))(1− f1(u)) (9.17)

である。

9.2.2 Ｂ Ｐ 学習による中間層発火率の変化

ここでは、 N 次元ベクト ル ξp = (ξp1 , ξ
p
2 , · · · ξpN), ζp = (ζp1 , ζ

p
2 , · · · , ζpN)をそれぞれ P 個

ずつ用意し 、 そのペアが入出力関係 ζpi = Fi(ξ
p)を満たす論理関数F = (F1, F2, · · · , FN)

を、 入力層、 中間層、 出力層が全て N個のニューロンからなる３ 層パーセプト ロンにバッ
クプロパゲーショ ンを使って学習させる。 入出力ベクト ルについては、 成分が−1と 1の
二値をとる場合と 0と 1の二値をとる場合を考える。 −1と 1の二値論理の場合はニュー
ロンの活性関数として f1(u)を採用し、 0と 1の二値論理の場合はニューロンの活性関数
として f0(u)を採用することにする。
数値実験として、 N = 50のパーセプト ロンに、 P = 100個の入出力関係を学習定数

c = 0.1で学習させた場合の中間層ニューロンの発火率の変化と出力誤差の変化を調べ
る。 図 9.7に −1/1モデル、 図 9.8に 0/1モデルにおける結果を示す。 ここでは、 学習は
T = 1で行い、 評価は中間層の発火率、 誤差共に T = ∞として行う 。 両モデルを平等に
扱うために、 誤差は

E =
1

P

P
∑

p=1

N
∑

i=1

(

1− δ(ζpi − Fi(ξ
p))
)

(9.18)

δ(u) =

{

1, if u = 0

0, if u < 0
(9.19)

で定義する。
図 9.7、 図 9.8の実験結果からわかるよう に、 −1/1モデルでは中間層の発火率は大き

く 変化しないが、 0/1モデルでは学習の初期段階で中間層のニューロンの発火頻度が低
下していく 現象が見られる。 また、 図 9.9、 図 9.10の様に、 その低下は学習するデータ
の数 P と学習定数 cが増加するほど大きく なる。
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9.2.3 考察

0/1モデルにおける中間層発火率低下のメカニズムは、 定性的には以下のよう に説明
できる（ 図 9.11）。
中間層の発火頻度を決定するのは第１ 層から第２ 層への結合w

(12)
ij と 、 第２ 層のニュー

ロンの閾値 θ
(2)
i であるから 、 これらのパラメータの学習則に注目してみることにする。

以下では、 簡単のため、 中間層、 出力層が 0と 1だけを出力すると考えて議論を進める。
まず、 w(1,2)

ij に着目する。 このパラメータの学習は式 (9.14)によって与えられる。 こ
の式から分かるよう に、 学習が進むのは入力 xj が 1で、 出力が教師と異なる場合に限
られる。 また、 f ′(u

(3)
k )と f ′(u

(2)
i )は常に正であるから 、 学習が正に進むか負に進むかは

(ζk − x
(3)
k )w

(2,3)
ki の符号によって決まる。 つまり 、 中間層から出力層への結合w

(2,3)
ki の正

負、 出力 x
(3)
k の 0/1によって４ 通り の場合に分けると 、 w(1,2)

ij が増加するように学習が進
むのが、 w(2,3)

ki > 0, x
(3)
k = 0の場合と w

(2,3)
ki < 0, x

(3)
k = 1の場合、 w(1,2)

ij が減少するように
学習が進むのが w

(2,3)
ki < 0, x

(3)
k = 0の場合と w

(2,3)
ki > 0, x

(3)
k = 1の場合である。 ここで、

中間層が 1を出力している場合は、 w(2,3)
ki と x

(3)
k には相関がある。 w

(2,3)
ki > 0なら 、 x(3)k は

1に、 w(2,3)
ki < 0なら 、 x(3)k は 0になり やすく なる。 つまり 、 一般に w

(1,2)
ij が減少するよう

に学習が進む場合の方が多く なる。 もちろん、 この説明が成り 立つのは、 入出力や結合
荷重がランダム性を持つ学習の初期段階に限られる。
θ
(2)
i は、 常に入力が 1の w

(1,2)
ij と見なすことができる。 この場合は、 θ(2)i が減少する方

向に常にバイアスがかかっていることになり 、 その減少のスピード は 2倍になっている。
しかし 、 N 個のニューロンからの結合w

(1,2)
ij は全て負のバイアスを持つことを考えると 、

それでも閾値が高すぎて、 中間層の発火率は低く 抑えられることになる。 ここで、 入力
の発火率が 50％で閾値の学習が 2倍であることを考慮すると、 閾値がN/4倍のゲインを
持てば、 中間層の発火率の減少は抑制できる計算になる。 実際、 このよう に閾値を設定
して数値実験を行うと、 図 9.12に示す通り発火率の低下は抑制されることが確認できる。
また、 逆に、 閾値のゲインを小さく 保つと 、 図 9.13の様に発火率の低下は促進される。
以上で行った議論は、 Ｂ Ｐ 学習のダイナミ クスの初歩的解析である。 この時点では、
まだ固有空間解析等の幾何的な解析手法は全く 行っていない。 今後は、 学習過程におけ
る固有空間の構造の変化等の解析を行う ことで、 ニューロの学習のメカニズムを調べる
ことが課題となる。
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図 9.7: −1/1モデルにおける中間層発火率と誤差の変化 (c = 0.1, P =
100)。
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図 9.8: 0/1モデルにおける中間層発火率と誤差の変化 (c = 0.1, P =
100)。
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図 9.9: 0/1モデルにおける中間層発火率と誤差の変化 (c = 0.1, P =
200)。
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図 9.10: 0/1モデルにおける中間層発火率と誤差の変化 (c = 0.4, P =
100)。
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図 9.11: 中間層発火率低下のメカニズム。 中間層の値は入力層と中間
層の間の結合荷重 w

(1,2)
ij に依存する。 この w

(1,2)
ij の学習が進むのは教師と

出力の値が異なり 、 尚且つ入力が 1の時である。 また、 f ′(u
(3)
k )と f ′(u

(2)
i )

は常に正であるから 、 学習が正に進むか負に進むかは (ζk − x
(3)
k )w

(2,3)
ki の

符号によって決まる。 この図のように場合わけをして考えると、 学習は負
に進むことが多いことが分かる。 ニューロン数が多ければ、 結合の学習は
閾値の学習より 大きな影響を持つから 、 中間層ニューロンの入力和 uは
より 負になり 易く 、 中間層の発火率は減少することになる。
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図 9.12: 閾値のゲインを N/4 = 12.5倍にしたときの中間層発火率と
誤差の変化 (c = 0.1, P = 100)。
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図 9.13: 閾値のゲインを 0.1倍にしたときの中間層発火率と誤差の変
化 (c = 0.1, P = 100)。
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9.3 まとめ
本章では、 直交学習、 バックプロパゲーショ ンなどの繰り 返し学習を用いる場合につ

いて、 得られたネッ ト ワークのダイナミ クスの特性、 及び学習の過程における変化の様
子について調べた。 本章で行った研究は初歩的な議論で、 幾何的解析法を用いた本格的
議論を行う ことはまだできていない。 今後は、 学習に関する幾何的議論を進めることで、
リ カレント ネッ ト ワークによる制御系の学習過程、 ロバスト 性などの力学的性質を明ら
かにするとともに、 新たな非線形力学制御法を開発していく ことが課題となる。
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第 10章 : 結論

10.1 本論文のまとめ
本論文では、 ニューラルネッ ト ワークのダイナミ クスにおいて線形変換がド ミ ナント
に働く ことに着目し 、 荷重行列の固有空間解析に基づく 幾何的議論で種々のニューラル
ネッ ト ワークモデルのダイナミ クスが持つ性質を明らかにした。 更に、 その性質を応用
してニューロダイナミ クスを利用した新たな情報処理アルゴリ ズムの提案を行った。
本論文の議論を通して得られたニューロダイナミ クスの描像は以下のよう に集約する
ことができる。 荷重付き配線で相互に結合した閾値素子のネッ ト ワークという形式を持
つニューラルネッ ト ワークのダイナミ クスにおいては、 非線形効果が局所的であり 、 エ
ネルギー関数の地形全体の概形を線形で近似できる (図 10.1)。 一般の非線形問題では局
所的地形以上の情報が得にく いことと対比すると 、 ニューロダイナミ クスは比較的取り
組みやすい非線形システムであると言える。 また、 線形システムと比べると 、 それが最
大固有値のみに支配されるのに比べ、 ニューラルネッ ト ワークは固有値の分布が支配す
る力学系という点で、 より 多様な振る舞いを実現できる系であると言える。
この知見をもとに、 ニューロダイナミ クスを利用し 、 以下に挙げる新たな情報処理ア
ルゴリ ズムを提案した。
まず、 自己相関連想記憶において、 ニューロウインド ウ法による階層的概念形成モデ
ルを提案した。 ニューロウインド ウ法は、 ニューラルネッ ト ワークのダイナミ クスにお
いては大きい固有値を持つ固有ベクト ルが系を支配するという制限を取り 払い、 ある特
定の範囲の大きさの固有値を持つ固有ベクト ル方向を安定化することを可能にする。 こ
れを利用し 、 階層的クラスターをなすパターンの記憶において、 各階層レベルにおける

linear dynamics nonlinear dynamics neurodynamics

図 10.1: ニューラルネッ ト ワークのダイナミ クスの特徴。 全体の地形
の概形を線形で近似できることがその扱いを容易にする。
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代表パターンの選択的想起が実現された。
次に、 非対称荷重を持つネッ ト ワークの幾何構造を解析することにより 、 相互相関連

想記憶において、 ニューロウインド ウ法を拡張してリ ミ ッ ト サイクルの選択的取り 出し
法を提案した。
更に、 組合せ最適化問題において、 ディ ジタル並列計算機で高速に準最適解を探索す

るアルゴリ ズムを提唱した。 提唱した方法では、 組合せ最適化問題を解く ニューラルネッ
ト ワークの結合荷重行列の固有空間の構造に着目し 、 計算を離散化した時に系の不安定
化要因となる絶対値の大きな負の固有値成分を取り 除いている。 その結果、 高速な収束
を促す離散化が可能となり 、 準最適解の獲得までに必要な計算時間を格段に減らすこと
が可能となった。
このように、 幾何的な解析によって得られたニューラルネット ワークのダイナミ クスの特

徴、 及びそれを応用した情報処理アルゴリ ズムをより定量的に解析するために、 SCSNA、
統計神経力学等の統計的な解析も同時に行った。 それにより 、 提案したニューロウイン
ド ウ法の定量的な理論計算を実現し 、 パラメータ制御に対する理論的指針を与えること
が可能となった。

10.2 今後の課題
本論文を終えるにあたり 、 最後に今後の課題を、 本研究の延長線上にある課題、 及び

ニューラルネッ ト ワーク研究の一般論としての課題に分けて以下にまとめる。
まず、 本研究の延長線上にある課題を述べる。 本研究においては、 荷重行列の固有空

間解析を使ってニューロダイナミ クスの一般論の構築を試み、 それを相関型連想記憶、
組合せ最適化について応用した。 しかし 、 ダイナミ クスを持つニューラルネッ ト ワーク
としては制御等に用いられるリ カレント ネッ ト ワーク等、 他にも様々なものが存在して
いる。 それらについても、 この理論を応用していく ことで、 非線形制御系の設計に有効
な知見が得られる可能性はある。
また、 ニューラルネット ワークで使われる学習方法としても、 本論文では主に Hebb学

習を論じたが、 他にも種々の学習法が存在している。 特に、 繰り 返し学習では、 学習自
体にもダイナミ クスが存在することになる。 第９ 章で繰り 返し学習に関する予備的な議
論は行ったが、 応用可能なアルゴリ ズムの検討まで研究を進めるためには、 幾何的解析
手法等を導入することでその議論を深めていく こと必要となる。 例えば、 学習過程にお
いてネッ ト ワークの荷重行列の変化を追う ことができれば、 新たな学習法の提案などへ
の指針が得られる可能性もある。
以上のよう な、 幾何的な理論を応用する範囲の拡張の他にも、 統計理論幾何理論と統

計理論の関係に関する数理的研究、 及び本論文で提案したニューロウインド ウ法による
階層概念形成回路を実際の生体の神経回路網でその存在の有無を確認することなどが本
研究の延長線上で今後望まれる研究として挙げられる。
次に、 ニューラルネッ ト ワーク研究の一般論としての課題を述べる。 本研究では、 既

存の閾値型素子を荷重付き配線で組み合わせるという従来型のニューラルネッ ト ワーク
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を前提に議論を進めた。 その従来型のニューロで最も難しい部分の一つであるダイナミ
クスについて、 その鳥瞰図を与えたことが本研究の意義であると言える。 本研究によっ
て、 従来型の閾値型素子を荷重付きで配線したネッ ト ワークにおいては荷重行列の固有
値の分布を利用した計算ができることが明らかにされた。 しかし 、 逆に言う と 、 この事
実はそれ以上のことはできないことも同時に意味している。 であるから 、 実際の人間の
脳が行っている種々の複雑な計算を可能にするには、 生体脳が持つ、 閾値素子や結合荷
重といった特徴以上の新たな特徴抽出と定式化をしていく 必要がある。 今後のニューラ
ルネッ ト ワーク研究の発展にはそのよう な研究が必要不可欠であろう 。 著者自身は、 残
念ながら 、 本論文でその仕事に手を付けることができなかったが、 後進の優秀な研究者
たちがその偉業を成し遂げることを祈り つつ、 本論文を締めく く る次第である。
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付録 A : 離散時間対称ネッ ト ワークの
エネルギー

＜ 定理１ ＞ 「 離散時間同期型ニューラルネッ ト ワークにおいて、 各ニューロンが符号
関数

xi(t+ 1) = sgn(ui(t)) (A.1)

を活性関数として持ち、 荷重結合が対称の場合、 E(t) = −x(t+1)TWx(t)がリ アプノ フ
関数になっている（ 単調非増加である）。」

E(t) = −x(t+ 1)TWx(t)は明らかに有界であり 、 E(t)が単調非増加ならば E(t)はあ
る値に収束する。 E(t)が単調非増加かどう かを調べるために ∆E(t) = E(t + 2) − E(t)

を考える。 δx(t) = x(t + 2)− x(t)とおく と 、

∆E(t) = E(t + 2)−E(t) (A.2)

= −x(t+ 3)TWx(t+ 2) + x(t+ 1)TWx(t) (A.3)

= −
(

x(t + 3)TWx(t+ 2)− x(t+ 1)TWx(t + 2)
)

−
(

x(t + 1)TWx(t+ 2)− x(t+ 1)TWx(t)
)

(A.4)

= −
(

x(t + 3)TWx(t+ 2)− x(t+ 1)TWx(t + 2)
)

−
(

x(t + 2)TWx(t+ 1)− x(t)TWx(t + 1)
)

(A.5)

= −δx(t+ 1)TWx(t+ 2)− δx(t)TWx(t+ 1) (A.6)

となる。 ここで式 (A.4)から式 (A.5)への変形でW が対称であることを利用した。
今、

∑

j wijxj(t + 2) ≥ 0 とすると 、 式 (A.1)より xi(t + 3) = 1 となり 、 δxi(t + 1) =

xi(t+3)−xi(t+1)は 2か 0になるから、 δxi(t+1) ≥ 0が成立する。 また、
∑

j wijxj(t+2) < 0

とすると 、 xi(t + 3) = −1となり 、 今度は δxi(t+ 1) ≤ 0が成立する。 よって、

δx(t+ 1)TWx(t + 2) ≥ 0 (A.7)

が導かれる。 同様に
δx(t)TWx(t+ 1) ≥ 0 (A.8)

も成り 立つ。 以上のことから

∆E(t) = −δx(t+ 1)TWx(t+ 2)− δx(t)TWx(t+ 1) ≤ 0 (A.9)

が得られ、 E(t)がリ アプノ フ関数になっている（ 単調非増加である） ことが言える。
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＜ 定理２ ＞ 各ニューロンが符号関数の活性関数を持ち、 離散時間同期型ニューラルネッ
ト ワークが対称結合を持つ場合、 内部状態が 0にならなければ、 そのネッ ト ワークは静
止状態か周期２ の振動状態に落ち着く 。

定理１ で、 リ アプノ フ関数E(t)から状態 x(t)が一意に定まれば、 系は２ 周期以下の
状態に必ず収束すると言える。 しかし 、 ここではそれは必ず成り 立つとは言えない。 そ
こで、 エネルギー変化が行われない時は状態が遷移しないことを示せば良い。
リ アプノ フ関数（ エネルギー） に変化がないのは、式 (A.6)から分かるように δxi(t), δxi(t+

1)が全ての i について 0の場合か、 δxi(t)が 0でない i について
∑

j wijxj(t + 1) = 0、
δxi(t+ 1)が 0でない iについて

∑

j wijxj(t+ 2) = 0となる場合に限られる。 ここで、 内
部状態は 0でないと仮定したから 、 ∀iδxi(t) = δxi(t+ 1) = 0が成り 立つ。 よって、 時刻
tと時刻 t + 2の状態は完全に等しく 、 周期２ 以下の状態に収束することになる。
尚、 結合W = [wij] として対称性の制約のもとランダムな実数を与えた場合、 丁度

∑

j wijxj(t) = 0となる確率は測度 0であり 、 ここで仮定した内部状態が 0に等しく ない
という命題は一般に成り 立つものである。
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付録 B : ニューロウインド ウ法の
SCSNA

N 個のニューロンからなるネッ ト ワークに、 相関をもつパターンを自己相関学習で記
銘し 、 それを部分反転法で想起する場合の系の平衡状態のセルフコンシステント な方程
式を求める。 ここで、 相関をもつ記憶パターンとしては、 aN 個の親パターン ξµ をラン
ダムに生成し 、 それぞれの親パターンから相関 rをもつ子パターン ξ(µ,ν) を M 個ずつ作
り 、 その子パターンを記憶パターンとする。
まず、 部分反転法における平衡状態の式は

x
(1)
i = φ(

∑

j

wijx
(2)
j ) (B.1)

x
(2)
i = f(

∑

j

wij(x
(2)
j − x

(1)
j )) (B.2)

で与えられる。
これを状態ベクト ル xと記憶パターン ξの相関mを使った式に書き換える。 そのため
に、 最初に想起されていないパターンとの相関を求める。 以下では、 まず、 想起されて
いない子パターン ξ(µ,ν)に着目する。 記述の簡単のため、 注目するパターンを ξ0と表し、
この着目した子パターンと相関があるパターンを ξa (a ∈ A)、 相関がないパターンを ξb

(b ∈ B)と記述する。
まず、 記憶行列は

wij =
1

N
ξ0i ξ

0
j +

1

N

∑

A

ξai ξ
a
j +

1

N

∑

B

ξbi ξ
b
j (B.3)

と表される。 また、 パターン ξ0 と状態x(τ)の相関は

m
(1)
0 =

1

N

∑

i

ξ0i x
(1)
i (B.4)

m
(2)
0 =

1

N

∑

i

ξ0i x
(2)
i (B.5)

である。 これらの式を使う と 、 相関による平衡状態の記述

m
(1)
0 =

1

N

∑

i

ξ0i φ
[

ξ0im
(2)
0 +

∑

A

ξaim
(2)
a +

∑

B

ξbim
(2)
b

]

(B.6)

m
(2)
0 =

1

N

∑

i

ξ0i f
[

ξ0i (m
(2)
0 −m

(1)
0 ) +

∑

A

ξai (m
(2)
a −m(1)

a )

+
∑

B

ξbi (m
(2)
b −m

(1)
b )

]

(B.7)

216



ニューロウインド ウ法の SCSNA ニューロウインド ウ法の SCSNA

が得られる。 それぞれの式をテーラー展開すると 、

m
(1)
0 =

1

N

∑

i

ξ0i φ+
1

N

∑

i

ξ0i
(

ξ0im
(2)
0 +

∑

A

ξaim
(2)
a

)

φ′ (B.8)

m
(2)
0 =

1

N

∑

i

ξ0i f +
1

N

∑

i

ξ0i
(

ξ0i (m
(2)
0 −m

(1)
0 )

+
1

N

∑

A

ξai (m
(2)
a −m(1)

a )
)

f ′ (B.9)

となる。 更に、 1
N

∑

i ξ
0
i ξ

0
i = 1, 1

N

∑

i ξ
0
i ξ
a
i = r2の関係を使って式を整理すると 、

m
(1)
0 =

1

N

∑

i

ξ0i φ+m
(2)
0 φ′ + r2

∑

A

m(2)
a φ′ (B.10)

m
(2)
0 =

1

N

∑

i

ξ0i f + (m
(2)
0 −m

(1)
0 )f ′ + r2

∑

A

(m
(2)
0 −m

(1)
0 )f ′ (B.11)

となる。
さて、 ここで注目の対象を一つのパターンから 、 グループ Aのパターン全体に拡張す

る。 グループ Aの 1番目から M 番目までのパターンとの相関を m1, m2, · · · , mM と記述
することにする。 そして、 m(1) = (m

(1)
1 , m

(1)
2 , · · · , m(1)

M )T , m(2) = (m
(2)
1 , m

(2)
2 , · · · , m(2)

M )T

と置く 。 また、 1
N

∑

i ξ
a
i φi = φ̄a, 1

N

∑

i ξ
a
i fi = f̄aと簡略表示し、 φ = (φ̄1, φ̄2, · · · , φ̄M)T ,f =

(f̄ 1, f̄ 2, · · · , f̄M)T とする。 この時、 上記の式は
(

m(1)

m(2)

)

=

(

φ

f

)

+

(

O Φ

−F F

)(

m(1)

m(2)

)

(B.12)

と書ける。 ここで

Φij = φ′δij + r2φ′(1− δij) (B.13)

Fij = f ′δij + r2f ′(1− δij) (B.14)

である。 よって、

(

O Φ

−F F

)

= H と置き、 (I − H)−1 = K =

(

K(1,1) K(1,2)

K(2,1) K(2,2)

)

と置

けば、

m(1) = K(1,1)φ+K(1,2)f (B.15)

m(2) = K(2,1)φ+K(2,2)f (B.16)

のよう に相関mが計算される。
このように算出された mを使って、 ニューロンの内部ポテンシャル hiを求める。 内部

ポテンシャルは、 関数 φに関する内部ポテンシャル h
(1)
i =

∑

j wijx
(1)
j と 、 関数 f に関す

る内部ポテンシャル h
(2)
i =

∑

j wij(x
(2)
j − x

(1)
j )があり 、 それぞれ h

(1)
i =

∑

ν ξ
ν
im

(2)
ν ,h

(2)
i =

∑

ν ξ
ν
i (m

(2)
ν −m(1)

ν )と書ける。 ここでは、 まず h
(1)
i について考える。 h

(2)
i については、 後

段で h
(1)
i の場合と全く 同様に計算できることを示す。
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今、 想起しているパターンを ξ(1,1) とする。 パターン ξ(µ,ν) との相関を m
(2)
(µ,ν) と記述す

ると 、 内部ポテンシャル h
(1)
i は、

h
(1)
i =

∑

ν

ξ
(1,ν)
i m

(2)
(1,ν) +

∑

µ6=1

∑

ν

ξ
(µ,ν)
i m

(2)
(µ,ν) (B.17)

となる。 この右辺の第一項がシグナル項、 第二項がノ イズ項である。 このノ イズ項を求
めるのが以下の課題となる。 ノ イズ項は異なる µに関しても同じでかつ互いに無相関で
あるから 、 後で簡単に足し合わせることができる。 よって、 N (1)

i =
∑

ν ξ
(µ,ν)m

(2)
(µ,ν) を考

えれば良い。 これを具体的に計算すると 、

E[N
(1)
i ] = E

[

∑

ν

ξνi
1

N
[
∑

ν

∑

λ

K
(2,1)
νλ

∑

j

ξλj φj +
∑

ν

∑

λ

K
(2,2)
νλ

∑

j

ξλj fj ]
]

(B.18)

=
1

N
E
[

∑

ν

K(2,1)
νν φi +

∑

ν

K(2,2)
νν fi + r2

∑

ν

∑

λ6=ν
K

(2,1)
νλ φi + r2

∑

ν

∑

λ6=ν
K

(2,2)
νλ fi

]

+
1

N
E
[

∑

ν

∑

λ

K
(2,1)
νλ

∑

j 6=i
ξνi ξ

λ
j φj +

∑

ν

∑

λ

K
(2,2)
νλ

∑

j 6=i
ξνi ξ

λ
j fj

]

(B.19)

となる。 ここで、

N
(1)
i = G

(1)
i + Z

(1)
i (B.20)

G
(1)
i =

1

N
E
[

∑

ν

K(2,1)
νν φi +

∑

ν

K(2,2)
νν fi + r2

∑

ν

∑

λ6=ν
K

(2,1)
νλ φi + r2

∑

ν

∑

λ6=ν
K

(2,2)
νλ fi

]

(B.21)

Z
(1)
i =

1

N
E
[

∑

ν

∑

λ

K
(2,1)
νλ

∑

j 6=i
ξνi ξ

λ
j φj +

∑

ν

∑

λ

K
(2,2)
νλ

∑

j 6=i
ξνi ξ

λ
j fj

]

(B.22)

と表記することにする。 このう ち Ziは、 ξνi , ξ
λ
j が無相関であると考え、 正規分布に従う

とする。 その分散 σ2
1 = E[Z2

i ]を 、

σ2
1 = E

[( 1

N

∑

ν

∑

λ

[K
(2,1)
νλ

∑

j 6=i
ξνi ξ

λ
j φj +K

(2,2)
νλ

∑

j 6=i
ξνi ξ

λ
j fj ]

)2]

(B.23)

から求める。 今、 E[
∑

j 6=i φiφj ] = 0, E[
∑

j 6=i φifj ] = 0, E[
∑

j 6=i fifj ] = 0を仮定し 、 また表
記の簡単のため φ = f (1), f = f (2) とおく と 、 分散は

σ2
1 = E

[ 1

N2

∑

ν

∑

λ

∑

ν′

∑

λ′

(

∑

τ=1,2

∑

τ ′=1,2

[K
(2,τ)
νλ K

(2,τ ′)
ν′λ′

∑

j 6=i
ξνi ξ

λ
j f

(τ)
j ]

×[K
(2,τ)
νλ K

(2,τ ′)
ν′λ′

∑

j 6=i
ξν

′

i ξ
λ′

j f
(τ ′)
j ]

)]

(B.24)

=
1

N2
E
[

∑

ν

∑

λ

∑

τ=1,2

∑

τ ′=1,2

K
(2,τ)
νλ K

(2,τ ′)
νλ f

(τ)
j f

(τ ′)
j

+r2
∑

ν

∑

λ

∑

ν′ 6=ν

∑

j

K
(2,τ)
νλ K

(2,τ ′)
ν′λ f

(τ)
j f

(τ ′)
j

218



ニューロウインド ウ法の SCSNA ニューロウインド ウ法の SCSNA

+r2
∑

ν

∑

λ

∑

λ′ 6=λ

∑

j

K
(2,τ)
νλ K

(2,τ ′)
νλ′ f

(τ)
j f

(τ ′)
j

+r4
∑

ν

∑

λ

∑

ν′ 6=ν

∑

λ′ 6=λ

∑

j

K
(2,τ)
νλ K

(2,τ ′)
ν′λ′ f

(τ)
j f

(τ ′)
j

]

(B.25)

と計算される。 Z(1)
i の項は、 この分散 σ2

1 と確率変数 z ∼ N(0, 1)を使って

Z
(1)
i ∼ σ1z (B.26)

と記述される。
内部ポテンシャル h

(2)
i =

∑

j wij(x
(2)
j − x

(1)
j )の場合は、

h
(2)
i =

∑

ν

ξ(1,ν)(m
(2)
(1,ν) −m

(1)
(1,ν)) +

∑

µ6=1

∑

ν

ξ(µ,ν)(m
(2)
(µ,ν) −m

(1)
(µ,ν)) (B.27)

となるので、 h(1)i の場合と全く 同じ式展開で、 単に K
(2,λ)
ij の代わり に K

(2,λ)
ij −K

(1,λ)
ij を代

入すればよい。
さて、 ここまでで内部ポテンシャルを相関mを使って記述することに成功したので、

mに関するセルフコンシステント な式

m
(1)
(1,µ) =

∑

i

ξ
(1,µ)
i φ(

∑

ν

ξ(1,ν)m
(2)
(1,ν)) + aNG

(1)
i + aNZ

(1)
i ) (B.28)

m
(2)
(1,µ) =

∑

i

ξ
(1,µ)
i f(

∑

ν

ξ(1,ν)(m
(2)
(1,ν) −m

(1)
(1,ν)) + aNG

(2)
i + aNZ

(2)
i ) (B.29)

を得ることができる。 ここで、

G
(ρ)
i =

1

N
E
[

∑

τ=1,2

∑

ν

V (ρ,τ)
νν f

(τ)
i + r2

∑

τ=1,2

∑

ν

∑

λ6=ν
V

(ρ,τ)
νλ f

(τ)
i

]

(B.30)

Z
(ρ)
i ∼ σρz (B.31)

σ2
ρ =

1

N2
E
[

∑

ν

∑

λ

∑

τ=1,2

∑

τ ′=1,2

V
(ρ,τ)
νλ V

(ρ,τ ′)
νλ f

(τ)
j f

(τ ′)
j

+r2
∑

ν

∑

λ

∑

ν′ 6=ν

∑

j

V
(ρ,τ)
νλ V

(ρ,τ ′)
ν′λ f

(τ)
j f

(τ ′)
j

+r2
∑

ν

∑

λ

∑

λ′ 6=λ

∑

j

V
(ρ,τ)
νλ V

(ρ,τ ′)
νλ′ f

(τ)
j f

(τ ′)
j

+r4
∑

ν

∑

λ

∑

ν′ 6=ν

∑

λ′ 6=λ

∑

j

V
(ρ,τ)
νλ V

(ρ,τ ′)
ν′λ′ f

(τ)
j f

(τ ′)
j

]

(B.32)

z ∼ N(0, 1) (B.33)

である。 但し 、 V (1,τ) = K(2,τ), V (2,τ) = K(2,τ) −K(1,τ) と置いた。 各平均量を

q11 =
1

N

∑

i

φ2
i (B.34)
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q12 = q21 =
1

N

∑

i

φifi (B.35)

q22 =
1

N

∑

i

f 2
i (B.36)

U1 =
1

N

∑

i

φ′
i (B.37)

U2 =
1

N

∑

i

f ′
i (B.38)

と記述し 、 以上の計算を総合すると 、 最終的にセルフコンシステント な関係式 (6.17)～
(6.30)が求まる。
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付録 C : 部分反転法の統計神経力学

統計神経力学では、 各ニューロンへの入力をシグナルとノ イズに分割する。 そして、
ノ イズ項を正規分布と仮定し 、 その分散の変化とシグナル項の変化を漸化式の形に持ち
込む。 ここでは、 まず一次近似について考える。
今、 記憶した aN 個のパターンのう ち 1番目のパターンを想起する過程を考える。 す

ると 、 各ニューロンの状態遷移は、 部分反転法の第一ステップでは

xt+1
i = f1[ξ

1
im

1
t +

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t
j ] (C.1)

第二ステップでは

xt+2
i = f0[ξ

1
i (m

1
t −m1

t+1) +
1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j (x

t
j − xt+1

j )] (C.2)

となる。 ここで、 xt(t :偶数)が観測される状態ベクト ルとなる。
以下、 ノ イズ項を

zti =
1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t
j (C.3)

zt+1
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+1
j (C.4)

zt+2
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+2
j (C.5)

と表記する。 ここでは、 このノ イズ項が正規分布であると仮定して話を進めるので、 zti
の分散 σtがどのよう な漸化式で表されるかを求めるのが目標になる。
ノ イズ項は、 xがランダムな変数であれば、 その分散は簡単に求まる。 しかし 、 実際

は、 これらは行列
∑

µ ξ
µ
i ξ

µ
j による変換をう けてきた経歴をもつため、 ξ

µ
i ξ

µ
j と相関をもつ

ことになる。 xを ξµi ξ
µ
j との相関をもつ項ともたない項に分けるため、 テーラー展開を用

いると

zt+1
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+1,(µ)
j + Ut+1z

t
i + xtiaUt+1 (C.6)

x
t+1,(µ)
j = f1[ξ

1
jm

1
t +

1

N

N
∑

k 6=j

aN
∑

ν 6=1,µ

ξνj ξ
ν
kx

t
k] (C.7)

Ut+1 =
1

N

N
∑

j=1

f ′
1[ξ

1
jm

1
t +

1

N

N
∑

k 6=j

aN
∑

ν=2

ξνj ξ
ν
kx

t
k] (C.8)
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zt+2
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+2,(µ)
j + Ut+2(z

t
i − zt+1

i ) + (xti − xt+1
i )aUt+2 (C.9)

x
t+2,(µ)
j = f0[ξ

1
j (m

1
t −m1

t+1) +
1

N

N
∑

k 6=j

aN
∑

ν 6=1,µ

ξνj ξ
ν
k(x

t
k − xt+1

k )] (C.10)

Ut+2 =
1

N

N
∑

j=1

f ′
0[ξ

1
j (m

1
t −m1

t+1) +
1

N

N
∑

k 6=j

aN
∑

ν=2

ξνj ξ
ν
k(x

t
k − xt+1

k )] (C.11)

が得られる。 ここで、 ノ イズ項の平均は 0であると仮定すると 、 ノ イズ項は

zt+1
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+1,(µ)
j (C.12)

zt+2
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+2,(µ)
j + Ut+2(z

t
i − zt+1

i ) (C.13)

となる。 これらの zt, zt+1, zt+2 をもとに、 ρt+1 = (E[(zt − zt+1)
2])

1

2 ,σt+2 = (E[z2t+2])
1

2 を
求めると 、 記憶パターンとのオーバーラップ mの漸化式

mt+1 =
∫

Dz < ξf1(ξmt + σtz) >ξ (C.14)

mt+2 =
∫

Dz < ξf0(ξ(mt −mt+1) + ρt+1z) >ξ (C.15)

Dz =
1√
2π

exp(
−z2
2

)dz (C.16)

が得られる。 よって、 後はこの σ, ρのダイナミ クスが求まればよい。
σと ρを求めるには、 zの分散を計算することになるが、 上で述べたように、 これらは

ξ と xの相関のため、 過去の xに遡って計算をする必要がある。 ここでは、 xt以降の相
関を考え、 xt−1以前の ξ依存性までは遡らないことにする。 すると 、 zti , z

t+1
i , zt+2

i は

zti =
1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t
j (C.17)

zt+1
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+1,(µ)
j + Ut+1

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t
j (C.18)

zt+2
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+2,(µ)
j + Ut+2(z

t
i − zt+1

i ) (C.19)

と展開すればよいことになる。 ρt+1 = (E[(zt − zt+1)
2])

1

2 ,σt+2 = (E[z2t+2])
1

2 であるから 、
以上の z を使って、 分散 St,t = E[zt, zt], St+1,t+1 = E[z2t+1], St+2,t+2 = E[z2t+1]、 共分散
St,t+1 = E[ztzt+1]を計算すれば、 σ, ρは求まる。 具体的に S を計算すると

St,t = E[(
1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+1,(µ)
j )2] (C.20)
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= aQt,t (C.21)

St,t+1 = E[
( 1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t
j

)( 1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j (x

t+1,(µ)
j + Ut+1x

t)
)

] (C.22)

= aQt,t+1 + aUt+1Qt,t (C.23)

= aQt,t+1 + Ut+1St,t (C.24)

St+1,t+1 = E[(
1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+1,(µ)
j + Ut+1z

t
i)

2] (C.25)

= E[(
1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j (x

t+1,(µ)
j + Ut+1x

t))2] (C.26)

= aQt+1,t+1 + aU2
t+1Qt,t + 2aUt+1Qt,t+1 (C.27)

= aQt+1,t+1 + U2
t+1St,t + 2aUt+1Qt,t+1 (C.28)

St+2,t+2 = E[
( 1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+2,(µ)
j + Ut+2(z

t
i − zt+1

i )
)2
] (C.29)

= E[
( 1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j (x

t+2,(µ)
j + Ut+2x

t
j − Ut+2(x

t+1,(µ)
j + Ut+1x

t
j))
)2
]

(C.30)

= E[
( 1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j (x

t+2,(µ)
j − Ut+2x

t+1,(µ)
j + Ut+2(1− Ut+1)x

t
j)
)2
] (C.31)

= aQt+2,t+2 + aU2
t+2Qt+1,t+1 + aU2

t+2(1− Ut+1)
2Qt,t − aUt+2Qt+1,t+2

+aUt+2(1− Ut+1)Qt,t+2 − aU2
t+2(1− Ut+1)Qt,t+1 (C.32)

= aQt+2,t+2 + aU2
t+2Qt+1,t+1 + U2

t+2(1− Ut+1)
2St,t − aUt+2Qt+1,t+2

+aUt+2(1− Ut+1)Qt,t+2 − aU2
t+2(1− Ut+1)Qt,t+1 (C.33)

となる。 ここで、 Qt,τ = E[xtxτ ]である。 この S を使って

ρ2t+1 = St,t + St+1,t+1 − 2St,t+1 (C.34)

σ2
t+2,t+2 = St+2,t+2 (C.35)

とノ イズ項の分散を計算することができる。
しかし 、 これらを実際求めるには、 以上の計算結果で現れた U と Qを得なく てはなら

ない。 まず、 U は

Ut+1 =
1

σt

∫

Dzz < ξf1(ξmt + σtz) >ξ (C.36)

Ut+2 =
1

σs

∫

Dzz < ξf0(ξ(mt −mt+1) + ρt+1z) >ξ (C.37)

で求められる。
次に Qt,t, Qt+1,t+1,Qt+2,t+2, Qt,t+1, Qt,t+2, Qt+1,t+2 を求める。 まず、 t 6= τ の場合を考

える。 xの間で相関を計算する時、 前の時刻における zの相関を考慮する必要がある。 し

223



部分反転法の統計神経力学 部分反転法の統計神経力学

かし、 Qt,t+1, Qt,t+2の場合は、 t−1以前の相関を時間は考えなく てよいので、 zの相関を
考慮する必要はない。 よって、 問題になるのはQt+1,t+2だけである。 この計算を行う と

Qt+1,t+2 =
∫

Dza

∫

Dzb

∫

Dzc < f1(ξmt + σt(σ
(α)
t za + σ

(β)
t zb) + Γt)

×f0(ξ(mt −mt+1) + sgn(Ct+1,t+2)ρt+1(σ
(α)
t za + σ

(β)
t zc)

+Γt+1) >ξ (C.38)

Ct+1,t+2 = (1− Ut+1)St,t − aQt,t+1 (C.39)

σ
(α)
t =

√

√

√

√

|Ct+1,t+2|
σtρt+1

(C.40)

σ
(β)
t =

√

√

√

√1− |Ct+1,t+2|
σtρt+1

(C.41)

が導かれる。 他の Qt,τ は Qt,τ = m1
tm

1
τ と計算される。 次に、 t = τ の場合だけ考える。

Qt,tは上の議論から Qt,t =
1
a
St.tで与えられ、 Qt+1,t+1, Qt+2,t+2は

Qt+1,t+1 =
∫

dz < f1(ξmt + σtz)
2 >ξ (C.42)

Qt+2,t+2 =
∫

dz < f1(ξ(mt −mt+1) + ρt+1z)
2 >ξ (C.43)

のよう に求めることができる。 この結果をまとめると統計神経力学のダイナミ クスが得
られる。

以上の議論では、 ノ イズ項の平均は 0と仮定していたが、 ノ イズ項の平均も考慮した
場合を考える。 ノ イズ項を平均まで考えると

zt+1
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+1,(µ)
j + Ut+1z

t
i + axtiUt+1 (C.44)

zt+2
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+2,(µ)
j + Ut+2(z

t
i − zt+1

i ) + a(xti − xt+1
i )Ut+2 (C.45)

となる。 本来は iによって xは異なるが、 これを平均化し 、 全ての iについて一様に m1

で近似すれば、 上の式は

zt+1
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+1,(µ)
j + Ut+1z

t
i + am1Ut+1 (C.46)

zt+2
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+2,(µ)
j + Ut+2(z

t
i − zt+1

i ) + a(m1
t −m1

t+1)Ut+2 (C.47)

となる。 このノ イズ項の平均

Γt+1 = amtUt+1 + Ut+1Γt (C.48)

Γt+2 = a(mt −mt+1)Ut+2 + Ut+2(Γt − Γt+1) (C.49)
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を上の計算結果に導入すると 、 本文中の式 (6.31)～(6.48)を得ることができる。

尚、 二次近似の場合、 ノ イズ項

zti =
1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t
j (C.50)

zt+1
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+1
j (C.51)

zt+2
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+2
j (C.52)

zt+3
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+3
j (C.53)

zt+4
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+4
j (C.54)

を考え、 それを

zt+1
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+1,(µ)
j + Ut+1z

t
i (C.55)

x
t+1,(µ)
j = f1[ξ

1
jm

1
t +

1

N

N
∑

k 6=j

aN
∑

ν 6=1,µ

ξνj ξ
ν
kx

t
k] (C.56)

Ut+1 =
1

N

N
∑

j=1

f ′
1[ξ

1
jm

1
t +

1

N

N
∑

k 6=j

aN
∑

ν=2

ξνj ξ
ν
kx

t
k] (C.57)

zt+2
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+2,(µ)
j + Ut+2(z

t
i − zt+1

i ) (C.58)

x
t+2,(µ)
j = f0[ξ

1
j (m

1
t −m1

t+1) +
1

N

N
∑

k 6=j

aN
∑

ν 6=1,µ

ξνj ξ
ν
k(x

t
k − xt+1

k )] (C.59)

Ut+2 =
1

N

N
∑

j=1

f ′
0[ξ

1
j (m

1
t −m1

t+1) +
1

N

N
∑

k 6=j

aN
∑

ν=2

ξνj ξ
ν
k(x

t
k − xt+1

k )] (C.60)

zt+3
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+3,(µ)
j + Ut+3z

t+2
i (C.61)

x
t+3,(µ)
j = f1[ξ

1
jm

1
t+2 +

1

N

N
∑

k 6=j

aN
∑

ν 6=1,µ

ξνj ξ
ν
kx

t+2
k ] (C.62)
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Ut+3 =
1

N

N
∑

j=1

f ′
1[ξ

1
jm

1
t+2 +

1

N

N
∑

k 6=j

aN
∑

ν=2

ξνj ξ
ν
kx

t+2
k ] (C.63)

zt+4
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

µ=2

ξµi ξ
µ
j x

t+4,(µ)
j + Ut+4(z

t+2
i − zt+3

i ) (C.64)

x
t+4,(µ)
j = f0[ξ

1
j (m

1
t+2 −m1

t+3) +
1

N

N
∑

k 6=j

aN
∑

ν 6=1,µ

ξνj ξ
ν
k(x

t+2
k − xt+3

k )] (C.65)

Ut+4 =
1

N

N
∑

j=1

f ′
0[ξ

1
j (m

1
t+2 −m1

t+3) +
1

N

N
∑

k 6=j

aN
∑

ν=2

ξνj ξ
ν
k(x

t+2
k − xt+3

k )] (C.66)

のよう にテーラー展開し 、 これに基づき一次近似と同様の計算を用いて漸化式を導く こ
とになる。 一般に、 n次の近似では、 zt, zt+1, · · · , zt+2n−1 をテーラー展開し 、 時刻 t以降
の相関を考慮して漸化式を導く 。
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付録 D : ニューロウインド ウ法の統計
神経力学

ニューロウインド ウ連想記憶の場合、 ダイナミ クス自体は部分反転法と同じである。
しかし 、 ニューロウインド ウ連想記憶ではパターンに相関がある場合を想定しているの
で、 それを考慮に入れた式展開が必要になる。 以下では、 統計神経力学の一次近似を考
える。
今、 相関が二段で、 各クラスタが互いの相関が rであるよう な M個のパターンからな

る場合を考える。 各クラスタを Λ1,Λ2, · · · ,ΛaN で表記することにする。 記憶した aN 個
のクラスタのう ち Λ1番目のクラスタに属するパターン ξ1 を想起する過程を考える。 す
ると 、 各ニューロンの状態遷移は、 部分反転法の第一ステップでは

xt+1
i = f1[

∑

λ∈Λ1

ξλi m
λ
t +

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

µ∈Λp

ξµi ξ
µ
j x

t
j ] (D.1)

第二ステップでは

xt+2
i = f0[

∑

λ∈Λ1

ξλi (m
λ
t −mλ

t+1) +
1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

µ∈Λp

ξµi ξ
µ
j (x

t
j − xt+1

j )] (D.2)

となる。 以下、 ノ イズ項を

zti =
1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

µ∈Λp

ξµi ξ
µ
j x

t
j (D.3)

zt+1
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

µ∈Λp

ξµi ξ
µ
j x

t+1
j (D.4)

zt+2
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

µ∈Λp

ξµi ξ
µ
j x

t+2
j (D.5)

と表記する。 ここでは、 このノ イズ項が正規分布であると仮定して話を進めるので、 こ
れらの zt, zt+1, zt+2をもとに、 ρt+1 = (E[(zt− zt+1)

2])
1

2 ,σt+2 = (E[z2t+2])
1

2 を求めると 、 記
憶パターンとのオーバーラップ mの漸化式

mt+1 =
∫

Dz < ξf1(ξmt + σtz) >ξ (D.6)

mt+2 =
∫

Dz < ξf0(ξ(mt −mt+1) + ρt+1z) >ξ (D.7)

Dz =
1√
2π

exp(
−z2
2

)dz (D.8)
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が得られる。 よって、 後はこの σ, ρのダイナミ クスがどのよう な漸化式で表されるかを
求めるのが目標になる。 ところが、 上記の形のままで σ, ρを求めるのは、 ξ間の相関が
あるため容易ではない。 そこで、

∑

µ∈Λp

ξµi ξ
µ
j =

∑

κ∈Ap

λκξ
κ
i ξ

κ
j (D.9)

1

N

N
∑

i=1

ξκi ξ
η
i = 0 (κ 6= η, κ, η ∈ Ap) (D.10)

1

N

N
∑

i=1

ξκi ξ
κ
i = 1 (D.11)

と書き換えることにする。 ここで、 クラスター中の相関が rでパターン数がM の場合、
λκは

kij =

{

1, if i = j

r2, if i 6= j
(D.12)

を満たすM ×M行列K = [kij]の固有値、 ξκはその固有ベクト ルとなっているので、 そ
れらを計算することで上記の表現を得ることができる。
さて、 このよう に相関が除去されたノ イズ項を用いると 、 xは

xt+1
i = f1[

∑

λ∈Λ1

ξλi m
λ
t +

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

κ∈Ap

λκξ
κ
i ξ

κ
j x

t
j ] (D.13)

xt+2
i = f0[

∑

λ∈Λ1

ξλi (m
λ
t −mλ

t+1) +
1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

κ∈Ap

λκξ
κ
i ξ

κ
j (x

t
j − xt+1

j )] (D.14)

となり 、 zは

zti =
1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

κ∈Ap

λκξ
κ
i ξ

κ
j x

t
j (D.15)

zt+1
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

κ∈Ap

λκξ
κ
i ξ

κ
j x

t+1
j (D.16)

zt+2
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

κ∈Ap

λκξ
κ
i ξ

κ
j x

t+2
j (D.17)

と置き換えることができる。
ここで、 xの ξ依存性を取り 入れるため、 xt+1

i と xt+2
i をテーラー展開する。 テーラー

展開で出てく る０ 次、 １ 次微分の項をそれぞれ

x
t+1,(p)
i = f1[

∑

λ∈Λ1

ξλim
λ
t +

1

N

N
∑

j 6=i

∑

q 6=1,p

∑

κ∈Ap

λκξ
κ
i ξ

κ
j x
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j ] (D.18)

Ut+1 =
1

N
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∑

j=1

f ′
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∑
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ξλi m
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N
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λκξ
κ
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κ
j x
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j ] (D.19)
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x
t+2,(p)
i = f0[

∑
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ξλi (m
λ
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j )] (D.20)
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j )](D.21)

となるので、 zt+1
i , zt+2

i はそれぞれ
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となる。 よって、 それぞれ
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と書き直すことができる。 これを使って、 ρt+1 = (E[(zt−zt+1)
2])

1

2 ,σt+2 = (E[z2t+2])
1

2 を計
算すればよい。 そのためには、 分散St,t = E[zt, zt], St+1,t+1 = E[z2t+1], St+2,t+2 = E[z2t+1]、
共分散 St,t+1 = E[ztzt+1] を求める必要がある。 ここで、 S
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t )2], S
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(κ),z(η)(κ 6= η)の間には
相関が無いので、
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が成り 立つ。 ここで S
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t,τ を具体的に計算すると 、 それぞれ
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aN
∑

p=2

λκξ
κ
i ξ

κ
j x

t+1,(p)
j + λκUt+1z

t
i)

2]

(D.41)

= E[(
1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

λκξ
κ
i ξ

κ
j (x

t+1,(p)
j + λκUt+1x

t))2] (D.42)

= aλ2κ(Qt+1,t+1 + 2λκUt+1Qt,t+1 + λ2κU
2
t+1Qt,t) (D.43)

= aλ2κ(Qt+1,t+1 + 2λκUt+1Qt,t+1) + λ2κU
2
t+1S

(κ)
t,t (D.44)

S
(κ)
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( 1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑
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λκξ
κ
i ξ

κ
j x

t+2,(p)
j + λκUt+2(z

t
i − zt+1

i )
)2
] (D.45)

= E[
( 1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑
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λκξ
κ
i ξ

κ
j (x

t+2,(p)
j + λκUt+2x

t
j
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t
j))
)2
] (D.46)

= E[
( 1

N

N
∑
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λκξ
κ
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κ
j (x
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+λκUt+2(1− λκUt+1)x
t
j)
)2
] (D.47)

= aλ2κ
(

Qt+2,t+2 + λ2κU
2
t+2Qt+1,t+1 − 2λκUt+2Qt+1,t+2

+2λκUt+2(1− λκUt+1)Qt,t+2 − 2λ2κU
2
t+2(1− λκUt+1)Qt,t+1

+λ2κU
2
t+2(1− λκUt+1)

2Qt,t

)

(D.48)

= aλ2κ
(

Qt+2,t+2 + λ2κU
2
t+2Qt+1,t+1 − 2λκUt+2Qt+1,t+2

+2λκUt+2(1− λκUt+1)Qt,t+2 − 2λ2κU
2
t+2(1− λκUt+1)Qt,t+1

)

+λ2κU
2
t+2(1− λκUt+1)

2S
(κ)
t,t (D.49)

となる。 ここで、 Qt,τ = E[xtxτ ]である。 この S を使って

ρ2t+1 = St,t + St+1,t+1 − 2St,t+1 (D.50)

σ2
t+2,t+2 = St+2,t+2 (D.51)

とノ イズ項の分散を計算することができる。
しかし 、 これらを実際求めるには、 以上の計算結果で現れた U と Qを得なく てはなら

ない。 まず、 U は

Ut+1 =
1

σt

∫

Dzz < ξf1(ξmt + σtz) >ξ (D.52)

Ut+2 =
1

σs

∫

Dzz < ξf0(ξ(mt −mt+1) + ρt+1z) >ξ (D.53)

と求められる。
次に Qt,t, Qt+1,t+1,Qt+2,t+2, Qt,t+1, Qt,t+2, Qt+1,t+2 を求める。 まず、 t 6= τ の場合を考

える。 xの間で相関を計算する時、 前の時刻における zの相関を考慮する必要がある。 し
かし 、 Qt,t+1, Qt,t+2の場合は、 t−1以前の相関を時間は考えなく てよいので、 zの相関を
考慮する必要はない。 よって、 問題になるのはQt+1,t+2だけである。 この計算を行う と

Qt+1,t+2 =
∫

dza

∫

dzb

∫

dzc〈f1(
∑

µ∈A1

ξµmµ
t + σt(σ

(α)
t za + σ

(β)
t zb)

+Γt)× f0(
∑

µ∈A1

ξµ(mµ
t −mµ

t+1)

+sgn(Ct,t+1)ρt+1(σ
(α)
t za + σ

(β)
t zc) + Γt+1)〉ξ (D.54)

C
(κ)
t,t+1 = aλ2κ(1− λκUt+1)Q

(κ)
t,t+1 + λκUt+1St,t (D.55)

Ct,t+1 =
∑

κ∈A
C

(κ)
t,t+1 (D.56)

σ
(α)
t =

√

√

√

√

|Ct,t+1|
σtρt+1

(D.57)

σ
(β)
t =

√

√

√

√1− |Ct,t+1|
σtρt+1

(D.58)
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が導かれる。 他の Qt,τ は Qt,τ = m1
tm

1
τ と計算される。 次に、 t = τ の場合だけ考える。

Qt,tは上の議論から Qt,t =
1
a
St.tで与えられ、 Qt+1,t+1, Qt+2,t+2は

Qt+1,t+1 =
∫

dz〈f1(
∑

µ∈A1

ξµmµ
t + σtz)

2〉ξ (D.59)

Qt+2,t+2 =
∫

dz〈f0(
∑

µ∈A1

ξµ(mµ
t −mµ

t+1) + ρt+1z)
2〉ξ (D.60)

のよう に求めることができる。 この結果をまとめると統計神経力学のダイナミ クスが得
られる。

以上の議論では、 ノ イズ項の平均は 0と仮定していたが、 ノ イズ項の平均も考慮した
場合を考える。 ノ イズ項を平均まで考えると

zt+1
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

κ∈Ap

ξκi ξ
κ
j x

t+1,(p)
j + Ut+1z

t
i + axtiUt+1 (D.61)

zt+2
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

κ∈Ap

ξκi ξ
κ
j x

t+2,(p)
j + Ut+2(z

t
i − zt+1

i ) + a(xti − xt+1
i )Ut+2 (D.62)

となる。 本来は iによって xは異なるが、 これを平均化し 、 全ての iについて一様に m1

で近似すれば、 上の式は

zt+1
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

κ∈Ap

ξκi ξ
κ
j x

t+1,(p)
j + Ut+1z

t
i + am1Ut+1 (D.63)

zt+2
i =

1

N

N
∑

j 6=i

aN
∑

p=2

∑

κ∈Ap

ξκi ξ
κ
j x

t+2,(p)
j + Ut+2(z

t
i − zt+1

i ) + a(m1
t −m1

t+1)Ut+2 (D.64)

となる。 このノ イズ項の平均

Γt+1 = amtUt+1 + Ut+1Γt (D.65)

Γt+2 = a(mt −mt+1)Ut+2 + Ut+2(Γt − Γt+1) (D.66)

を上の計算結果に導入すると 、 本文中の式 (6.51)～(6.72)を得ることができる。
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